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Introduzione
La grafite e` un solido tridimensionale ampiamente studiato sin dagli anni Qua-
ranta, costituito da atomi di carbonio disposti su strati debolmente legati fra loro,
ciascuno dei quali e` un reticolo esagonale “a nido d’ape”, detto grafene. Il singolo
strato di grafene e` un semiconduttore a gap nullo, le cui bande di valenza e di
conduzione si toccano al “punto di Dirac” (punti K e K′ della zona di Brillouin).
Vicino al punto di Dirac le bande energetiche sono coniche e gli stati elettronici
possono essere descritti da un’equazione di Dirac-Weyl, in cui il ruolo dello spin
e` giocato dal grado di liberta` di sottoreticolo, detto “pseudospin”. Fino al 2004-
2005 tuttavia, anni in cui A. Geim e K. Novoselov (Manchester) sono riusciti ad
isolare un singolo strato di grafene grazie al taglio micromeccanico della grafite,
l’esistenza di questo materiale allo stato libero era ritenuta impossibile, a causa
della sua presunta instabilita`. La scoperta del singolo strato di grafene allo stato
libero ha aperto la strada allo studio delle proprieta` elettroniche di questo nuo-
vo materiale: da questo punto di vista esso e` estremamente interessante perche´,
oltre a esibire una banda lineare al punto K, e` una membrana dello spessore di
pochi A˚ngstro¨m, i cui elettroni esibiscono mobilita` elevate, anche a temperatura
ambiente. Le proprieta` di trasporto di questo nuovo materiale sono molto sen-
sibili alle imperfezioni ma soprattutto alle impurezze presenti nel campione. Un
esempio e` la dipendenza circa lineare della conduttivita` dalla densita` di portatori
di carica (o dal voltaggio di “gate”).
In questo lavoro abbiamo analizzato il problema di singola impurezza Cou-
lombiana in un foglio di grafene. Abbiamo trattato questo problema esattamente,
risolvendo il problema di Dirac-Kepler di un singolo fermione di Dirac a massa
nulla nel campo Coulombiano di un’impurezza carica [Shytov et al. , Phys. Rev.
Lett. 99, 236801 (2007); ibid. 246802 (2007)]. Abbiamo confermato la presenza
di due regimi caratteristici per le soluzioni di questo problema e l’esistenza di stati
quasi-legati in uno di questi regimi (regime “super-critico”). Abbiamo poi usato
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2questi risultati per calcolare, con l’ausilio di metodi numerici, alcune importanti
osservabili fisiche tra cui la densita` elettronica locale e la densita` degli stati, ana-
lizzando l’impatto dell’esistenza dei due regimi detti su queste osservabili. Come
risultati originali di questa Tesi di Laurea Magistrale abbiamo studiato le pro-
prieta` di assorbimento ottico di un foglio di grafene in presenza di impurezze.
In particolare, abbiamo calcolato numericamente come l’assorbimento si discosta
dal valore universale predetto in assenza d’impurezze—ovvero piα ∼ 2.3%, ove
α = e2/(~c)—al variare della carica e della densita` di impurezze.
Nel primo capitolo abbiamo fatto un’esposizione di alcuni principali risultati,
sia teorici che sperimentali, riguardanti la ricerca sul grafene, selezionando quel-
li piu` attinenti al lavoro svolto in questa Tesi. Siamo partiti dallo studio della
struttura a bande in approssimazione “tight-binding” per poi introdurre, tramite
opportune approssimazioni, il modello di fermioni di Dirac senza massa. Dopo
aver elencato le varie tecniche sino ad oggi utilizzate per ottenere un campione
di grafene, ci siamo incentrati sul ruolo delle impurezze. In quest’ottica abbia-
mo mostrato come queste siano determinanti per lo studio della conducibilita`
del materiale. In seguito ci siamo serviti della funzione di risposta lineare den-
sita`-densita` per ricavare lo schermo statico in approssimazione “Random Phase”
(RPA). Presentiamo infine il coefficiente di assorbimento ottico del grafene.
Nel secondo capitolo innanzitutto abbiamo risolto il problema di Dirac-Kepler
(DKP) mostrando l’insorgere dei regimi caratteristici. Abbiamo mostrato l’esi-
stenza di stati legati nel regime denominato supercritico, gia` messa in evidenza
dalla fase di scattering, sia con argomenti semiclassici che con una trattazione
esatta.
Abbiamo quindi utilizzato i risultati del capitolo precedente per calcolare la
densita` degli stati e la densita` degli stati locale per il DKP in un disco di grafene
di raggio R, per entrambi i regimi suddetti. In seguito abbiamo presentato delle
recenti osservazioni sperimentali effettuate dal gruppo di M. Crommie (Berkeley)
che confermano i risultati di questa teoria sia nel regime subcritico che supercri-
tico. Nel regime supercritico il gruppo riesce a dare evidenza sperimentale degli
stati quasi-legati, i quali costituiscono l’andalo del problema del collasso atomico
in elettrodinamica quantistica. Infine presenteremo l’apporto originale di questo
lavoro, che consiste nella misura del coefficiente di assorbimento ottico in un disco
di grafene di raggio R con impurezza Coulombiana al centro, mostrando risultati
al variare della carica dell’impurezza e del raggio del disco.
Capitolo1
Introduzione a fatti sperimentali e
teorici rilevanti
Il grafene e` un materiale bidimensionale che ha portato nuova fisica e numerose
potenziali applicazioni. Il suo spettro elettronico assolutamente non convenziona-
le e` diventato il modello di riferimento di una materia condensata “relativistica”,
dove sono osservabili fenomeni di meccanica quantistica relativistica inaccessibili
sperimentalmente alle alte energie. Piu` in generale, esso rappresenta concettual-
mente una nuova classe di materiali che hanno lo spessore di un atomo e che,
per questo motivo, aprono nuove strade nella fisica a bassa dimensionalita` , che
non ha mai cessato di stupire per gli effetti osservati e che continua a offrire un
terreno fertile per le applicazioni.
Il grafene e` costituito da un strato di atomi di carbonio strettamente impac-
chettati in un reticolo bidimensionale a nido d’ape, ed e` il “mattone” per costruire
materiali di altre dimensionalita` (Fig. 1.1): da esso, tramite processi vari, si pos-
sono ottenere fullereni (0D), nanotubi (1D) o grafite (3D) [1]. Da un punto di
vista teorico, il grafene (o grafite 2D) e` stato studiato per ben sessant’anni [2, 3, 4],
ed ampiamente usato per descrivere le proprieta` di vari materiali a base di car-
bonio. Quarant’anni dopo si cap`ı che esso sarebbe stato un eccellente analogo, in
materia condensata, di un sistema di elettrodinamica quantistica in 2+1 dimen-
sioni [5, 6], fatto che ha reso il grafene un interessante modello teorico. Tuttavia,
nonostante fosse conosciuto come costituente di materiali tridimensionali, si sup-
poneva impossibile la sua esistenza allo stato libero data la sua instabilita` rispetto
al corrugamento e alla formazione di strutture curve, quali fullereni o nanotubi.
Quando nel 2004 fu inaspettatamente trovato del grafene isolato dal gruppo di
A. Geim (Manchester) [7, 8], questo torno` in auge, anche grazie agli esperimenti
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Figura 1.1: Grafite (3D), grafene (2D), nanotubi (1D) e fullerene (0D). (Adattato
da [1])
Figura 1.2: (a) Cella primitiva del reticolo di grafene (WXYZ). (b) Una delle possibili
zone di Brillouin (a massima simmetria). (Adattato dalla referenza [10])
che confermarono la sua caratteristica di avere, come portatori di carica, fermioni
di Dirac senza massa [9].
1.1 Teoria a bande del grafene
La grafite e` un solido tridimensionale costituito da atomi di carbonio disposti
su strati bidimensionali debolmente legati fra loro alla distanza c ' 3.35 A˚ uno
dall’altro. Ciascuno di questi strati bidimensionali, in forma isolata, e` chiamato
grafene.
Il grafene e` un reticolo esagonale a “nido d’ape”, con una distanza fra primi
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vicini pari ad a = 1.42 A˚ e una cella primitiva composta da due atomi. Dei quattro
elettroni di valenza del carbonio, tre formano legami ibridizzati sp2 aventi l’asse
lungo il foglio di grafene (legami σ e σ∗): si tratta degli elettroni negli orbitali
2s, 2px e 2py. L’elettrone nell’orbitale 2pz, il cui asse e` perpendicolare al piano,
forma un legame differente: di tipo pi e pi∗ e parallelo al piano. Si ottengono di
conseguenza tre bande di tipo σ (e tre corrispondenti bande di anti-legame σ∗ )
e una banda di tipo pi (e una pi∗).
La simmetria dei legami pi per riflessione rispetto al piano e` opposta a quella
dei legami σ e questa si ripercuote sulla simmetria degli stati delle rispettive
bande. Il legame tra piani paralleli ed adiacenti, all’interno della grafite, e` dovuto
ad una debole interazione di Van der Waals: l’energia di legame tra atomi di
carbonio appartenenti a due strati diversi, infatti, e` di un ordine di grandezza
inferiore a quella dei legami lungo il piano. Per questo motivo i tre elettroni negli
orbitali σ (e σ∗) non giocano alcun ruolo nella conduzione ed il grafene ha un solo
elettrone di conduzione, nello stato 2pz. E` facile vedere che il gruppo puntuale
di simmetria del reticolo e` C6v, che comprende le rotazioni di pi/3 attorno ad un
asse perpendicolare al piano reticolare e passante per il centro di un esagono e
le riflessioni rispetto a piani passanti per tale asse e per i punti medi dei legami
carbonio-carbonio.
La cella unitaria del reticolo esagonale, indicata in Fig. 1.2 con le lettere
WXYZ, contiene due atomi che indicheremo con A e B. Il grafene, dunque, non e`
un reticolo di Bravais. Esso puo` essere schematizzato come un reticolo triangolare
con due atomi nella cella primitiva o come compenetrazione di due sottoreticoli
triangolari, indicati sempre con le lettere A e B. Ciascuno dei due sottoreticoli
e` generato a partire da uno dei due atomi della cella primitiva. Utilizzando le
coordinate xˆ e yˆ come in Fig. 1.2 e fissando l’origine su un atomo di tipo A, i
vettori di traslazione del reticolo diretto possono essere scritti come
t1 =
a
2(−
√
3, 3) , t2 =
a
2(
√
3, 3) . (1.1)
a cui si aggiungeranno due vettori interni alla cella primitiva (i vettori di base),
per specificare le posizioni degli atomi A e B
dA = (0, 0) , dB = −a(1, 0) . (1.2)
La posizione di una atomo all’interno del reticolo sara` quindi indivuata da tre
indici: m1 ed m2 sono interi che indicano la cella a cui esso appartiene ed α = A,B
indica qual e` tra i due atomi della cella. Chiamando m = (m1,m2), la sua
posizione sara` dunque
Rm,α = m1t1 +m2t2 + dα . (1.3)
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I vettori di traslazione del reticolo reciproco sono
b1 =
2pi
3a (−
√
3, 1), b2 =
2pi
3a (
√
3, 1) . (1.4)
In fig. (1.2) vediamo una delle possibili zone di Brillouin, quella a massima
simmetria di forma esagonale a cui ci rifeririamo. E` facile vedere che questa
zona contiene un elettrone per atomo. I due punti K e K′, agli angoli della zona
di Brillouin, rivestono un ruolo molto importante per il grafene. Le rispettive
posizioni nello spazio reciproco sono
K = 4pi3a (1, 0) , K
′ = 4pi3a (−1, 0) . (1.5)
Ovviamente, se K appartiene al sottoreticolo A, K ′ appartiene a B: i due punti
sono quindi non equivalenti ma ciascuno di essi e` tre volte degenere per simmetria.
In questi punti, detti punti di Dirac, le bande pi e pi∗ si toccano. In prossimita` di
questi punti la dispersione e` lineare. Il livello di Fermi, nel grafene non drogato,
e` esattamente ai punti di Dirac.
1.1.1 Tight-binding a primi vicini per il singolo strato
Consideriamo ora il problema del calcolo delle bande di energia del grafene con
un modello “tight-binding”. Introduciamo innanzitutto l’Hamiltoniana di singolo
elettrone
HˆTB = pˆ
2
2m +
∑
m,α
Vˆ (r −Rm,α) , (1.6)
dove Vˆ (r−Rm,α) e` il potenziale generato da tutti gli atomi del reticolo, simme-
trico per traslazione di un vettore del reticolo diretto. La funzione d’onda della
particella, per il teorema di Block, dipendera` da un vettore d’onda q del reti-
colo reciproco, cioe` si potra` scrivere Ψ(q, r). Inoltre soddisfera` la condizione
Ψ(q, r + t) = exp(iqt)Ψ(q, r), con t un vettore del reticolo diretto. Introdu-
ciamo adesso un’approssimazione tight-binding della funzione d’onda. Sia φi(r)
la funzione d’onda normalizzata dell’orbitale i (2s, 2px, 2py, 2pz) di un atomo
isolato. La funzione d’onda totale in approssimazione tight-binding si puo` allora
scrivere
Ψ(q, r) =
∑
i
[Ψi,A(q, r) + λiΨi,B(q, r)] , (1.7)
dove
Ψi,α(q, r) =
1√
Np
∑
m
φi(r −Rm,α)eiqRm,α . (1.8)
Np e` il numero di celle primitive e la somma viene fatta su tutti i punti del sottore-
ticolo α. Consideriamo allora l’equazione agli autovalori per l’Hamiltoniana (1.6)
Cap. 1. Introduzione a fatti sperimentali e teorici rilevanti 7
e proiettiamo sugli orbitali φi, eliminando i parametri λi. Si ottiene l’equazione
secolare
det(HTBij,αβ − E(q)Sij,αβ) = 0 , (1.9)
dove
HTBij,αβ = 〈Ψi,α(q, r)|HˆTB|Ψj,β(q, r)〉 (1.10)
Sij,αβ = 〈Ψi,α(q, r)|Ψj,β(q, r)〉 . (1.11)
L’elemento di matrice alla prima riga dell’equazione precedente e` dato da
HTBij,αβ =
1
Np
∑
m,α
∑
m′,α′
eiq(Rm,α−Rm′,α′ )〈φi(r −Rm,α)|HˆTB|φj(r −Rm′,α′)〉 .
(1.12)
Supponiamo che la sovrapposizione fra funzioni d’onda centrate su atomi diversi
o appartenenti ad orbitali diversi sia trascurabile. Cioe`∫
drφ∗i (r −Rm,α)φj(r −Rm′,α′) = δmm′δαα′δij , (1.13)
che equivale a dire che la matrice Sij,αβ e` diagonale. Diamo una breve motivazione
per questa approssimazione: le funzioni d’onda che stiamo utilizzando sono quelle
del secondo livello energetico dell’atomo di carbonio. Il loro andamento puo` essere
approssimato, tenendo conto rozzamente dell’effetto di schermo degli elettroni
interni, da exp[−4r/(2aB)]. Ad una distanza di |dA − dB| ' 3aB, la funzione
d’onda e` depressa di un fattore ∼ 50.
Per ragioni di simmetria, possiamo considerare separatamente le bande di
tipo σ (σ∗) da quelle di tipo pi (pi∗), che come abbiamo gia` detto sono importanti
per descrivere le proprieta` di bassa energia di un foglio di grafene. Ci limitiamo
a considerare queste ultime: d’ora in avanti quindi omettiamo l’indice di orbitale
i e j, sottintendendo che stiamo considerando sempre l’orbitale 2pz. L’equazione
secolare (1.9) si riduce allora a
det
 H
TB
AA − E(q)SAA HTBAB
HTBBA H
TB
BB − E(q)SBB
 = 0 , (1.14)
dove, per simmetria, si ha HTBAA = HTBBB e HTBAB = HTBBA. Con le ipotesi fatte sopra
sulla non-sovrapposizione delle funzioni d’onda si ottiene
E(q) = HTBAA(q)± |HTBAB(q)| . (1.15)
Calcoliamo gli integrali a secondo membro dell’equazione precedente, facendo uso
dell’espressione (1.12), cominciando da HTBAA. L’ipotesi ulteriore che facciamo ora
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e` che si possano trascurare gli integrali al lato destro dell’equazione (1.12) per
orbitali centrati su atomi (m′, α′) piu` distanti dei primi vicini (appartenenti allo
stesso sottoreticolo) dell’atomo (m, α). Si ottiene
HTBAA(q) = E0 − 2γ′0
[
cos
(√
3qya
)
+ 2 cos
(
qya
2
)
cos
(3qxa
2
)]
, (1.16)
dove
E0 =
∫
drφ∗(r)HˆTBφ(r) (1.17)
γ′0 = −
∫
drφ∗(r − ρ′)HˆTBφ(r) > 0 , (1.18)
e ρ′ e` un vettore che unisce atomi reciprocamente primi vicini ed appartenenti al
sottoreticolo A. Applicando lo stesso procedimento a HTBAB, considerando solo i
primi vicini di sottoreticoli diversi, si ha
HTBAB(q) = −2γ0
[
e−iqxa + 2eiqxa/2 cos
(√
3qya
2
)]
, (1.19)
dove
γ0 =
∫
drφ∗(r − ρ)HˆTBφ(r) ' 3.12eV , (1.20)
e ρ e` un vettore che unisce atomi di sottoreticoli differenti reciprocamente primi
vicini. γ0 e γ′0 sono due dei parametri di Slonkzewski-Weiss [2] o di “hopping”,
che descrivono le bande del grafene. Mettendo insieme i risultati sino ad ora
ottenuti e ponendo E0 = 0 si ottiene
E±(q) = ±γ0
√
3 + f(q)− γ′0f(q) , (1.21)
dove q e` un vettore dello spazio reciproco e
f(q) = 4 cos
(√
3qxa
2
)
cos
(√
3qya
2
)
+ 4 cos2
(
qxa
2
)
. (1.22)
E` chiaro, dalle equazioni precedenti, che lo spettro e` simmetrico attorno allo
zero se γ′0 = 0 (Fig. 1.3). Per valori di γ′0 diversi da zero invece la simmetria
elettrone-buca e` rotta e le bande pi e pi∗ sono asimmetriche.
Ponendo quindi q = K+k ed espandendo l’espressione completa dell’energia
al primo ordine si ottiene
ε±(k) ' ±~vF|k| , (1.23)
dove vF = 3γ0a/(2~) ' 108cm/s e` detta velocita` di Fermi. La differenza piu`
interessante fra questo risultato e il gas di elettroni bidimensionale standard e` che
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Figura 1.3: A sinistra bande di energia pi e pi∗ (valenza e conduzione) in due dimensioni
ed a destra in tre dimensioni. Si vede un ingrandimento della banda nel punto K, dove
essa e` lineare. (Adattato da [11, 12])
la velocita` di Fermi non dipende ne´ dall’energia ne´ dall’impulso. Si noti come le
bande approssimate abbiano la forma di un cono nello spazio delle fasi (Fig. 1.3):
la legge di dispersione lineare (1.23) suggerisce una analogia tra i fermioni nel
grafene e i fermioni relativistici privi di massa, la cui funzione d’onda e` descritta
dall’equazione di Dirac.
1.1.2 Fermioni di Dirac senza massa
L’Hamiltoniana di particella libera puo` essere scritta come quella dei fermio-
ni non massivi della teoria di Dirac. Riprendiamo scrivendo l’Hamiltoniana in
approssimazione tight-binding a primi vicini, con γ′0 = 0, come
Hˆ = −γ0
∑
〈i,j〉
aˆ†i bˆj + h.c. , (1.24)
dove aˆ†i e aˆi sono, rispettivamente, gli operatori di creazione e distruzione di un
elettrone nel sito Ri del sottoreticolo A (la definizione degli operatori bˆ†i e bˆi
per il sottoreticolo B e` analoga) e 〈·, ·〉 indica che la somma va estesa ai primi
vicini. Per ricavare una teoria valida nelle vicinanze dei punti di Dirac espandiamo
l’Hamiltoniana di tight-binding attorno ai punti di Dirac e distinguiamo i due siti
della cella unitaria con una variabile di tipo spin 1/2, detta pseudospin.
Consideriamo la trasformata di Fourier degli operatori di creazione e distru-
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zione delle particelle sul sottoreticolo A
aˆ†n =
1√
Nc
∑
k
eikRn aˆ†k ,
aˆn =
1√
Nc
∑
k
e−ikRn aˆk , (1.25)
dove Nc e` il numero di celle unitarie. Facciamo lo stesso per il sottoreticolo B.
Teniamo in considerazione solo i termini che riguardano i punti K e K ′ (gli unici
importanti a basse energie) e scriviamo
aˆ†n ' eiKRn aˆK + eiK
′Rn aˆ†K′ ,
aˆn ' e−iKRn aˆK + e−iK′Rn aˆK′ , (1.26)
dove supponiamo che i nuovi operatori varino molto lentamente all’interno della
cella unitaria. Equivalentemente espandiamo gli operatori bˆ†n e bˆn. Introduciamo
ora questi risultati nell’Hamiltoniana del grafene (1.24) e, passando ad un modello
continuo nello spazio reale, otteniamo
Hˆ ' −iv
∫
dxdy
[
Ψˆ†K(r)(σ∇)ΨˆK(r) + Ψˆ†K′(r)(σ∗∇)ΨˆK′(r)
]
, (1.27)
dove Ψˆ†k = (aˆ
†
k, bˆ
†
k), Ψˆk = (aˆk, bˆk) e k = K, K ′. Abbiamo introdotto per la prima
volta l’operatore di pseudospin, una variabile di tipo spin-1/2 rappresentata dalle
matrici di Pauli σ = (σx, σy) [e σ∗ = (σx,−σy)], che distingue i due sottoreticoli
triangolari.
In questa forma vediamo distintamente che l’Hamiltoniana effettiva e` com-
posta da due copie identiche di un’Hamiltoniana per particelle di Dirac senza
massa, una per gli stati con impulso vicino a K ed una per quelli vicini a K ′.
Considerando quindi solo gli stati in prossimita` del punto K, in un linguag-
gio di prima quantizzazione, la funzione d’onda a due componenti dell’elettrone
obbedisce all’equazione di Dirac bidimensionale:
vFσˆpˆψ(r) = εψ(r) , (1.28)
che e` risolta nello spazio reciproco, per un foglio di grafene infinitamente esteso,
da
ψ
(K)
λ,k =
1√
2
e−i θk2
λei
θk
2
 εk,λ = λ~v|k| , (1.29)
dove θk e` l’angolo formato dal vettore k con l’asse xˆ e λ = ±1 permette di
distinguere la banda di valenza (energie negative) da quella di conduzione (energie
positive).
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Risolvendo l’equazione nel punto K′ (sostituendo cioe` σ → σ∗) otterremo
invece
ψ
(K′)
λ,k =
1√
2
 ei θk2
λe−i
θk
2
 , (1.30)
ed energie uguali al caso precedente. Notiamo che le funzioni d’onda a K e K ′
sono legate dalla simmetria di inversione temporale che nello spazio reciproco
coincide, fissando l’origine delle coordinate nel punto Γ della zona di Brillouin,
con la simmetria di riflessione rispetto all’asse xˆ, cioe` (kx, ky)→ (kx,−ky).
Una quantita` rilevante utilizzata per caratterizzare gli autostati e` la pseu-
doelicita` λ: gli stati del sistema in prossimita` dei punti di Dirac hanno una ben
definita chiralita` di pseudospin (da non confondere con quella reale, associata
allo spin). L’elicita` e` un buon numero quantico fintanto che l’Hamiltoniana (1.27)
e` valida, dunque per basse energie e per γ′0 = 0.
Scriviamo adesso l’Hamiltoniana in seconda quantizzazione
Hˆ = ~vF
∑
k,α,β
ψˆ†k,α(σαβk)ψˆk,β . (1.31)
Qui α e β sono indici di valle. Gli operatori ψˆ†k,α e ψˆk,α creano, rispettivamente,
un elettrone o una buca di impulso k nel sottoreticolo α. L’Hamiltoniana libera
(1.31) puo` essere diagonalizzata tramite la matrice
U(k) = 1√
2
(1 + iξ(k)σ) , (1.32)
dove ξ(k) = (cos θk,− sin θk).
Il modello appena descritto ha uno spettro in energia non limitato inferiormen-
te e, di conseguenza, la banda di valenza ospita un numero infinito di particelle.
Questo fatto non viene senza conseguenze: nelle quantita` che calcoleremo compa-
riranno delle divergenze, artificio dell’approssimazione che stiamo considerando,
che renderanno necessaria l’introduzione di un vettore d’onda di cut-off ultravio-
letto, di modulo kmax. Oltre kmax le bande curvano troppo vistosamente dalla di-
spersione lineare descritta dall’Hamiltoniana (1.27) e, dunque, l’approssimazione
di fermioni di Dirac senza massa non vale piu`.
Questo modello descrive il grafene come un sistema con bande esattamente
coniche su tutto lo spazio degli impulsi, con degenerazione di spin gs = 2 e di
valle gv = 2 (dovuta alla presenza di due punti di Dirac, K e K ′ non equivalenti).
Definiamo quindi il fattore di degenerazione totale
g = gsgv = 4 . (1.33)
12 Isolamento
L’intersezione della banda ε+(k) con banda ε−(k) avviene in un punto di energia
ed impulso nulli. Si possono quindi utilizzare tutti i risultati della meccanica
quantistica relativistica per studiare le proprieta` del grafene. Occorre essere
tuttavia cauti: le bande reali sono coniche soltanto in un piccolo intorno dei
punti di Dirac, quindi il modello fornisce una buona descrizione delle eccitazioni
nel grafene soltanto se queste hanno impulso ed energia minore dell’impulso critico
kmax.
E` importante ricordare che il sistema fisico del singolo strato ha una densita` di
elettroni n0 finita sulla banda di valenza. Questa si puo` facilmente calcolare di-
videndo per l’area di un esagono (3
√
3a2AB/2) il numero di elettroni di valenza
(uno per ciascun atomo di carbonio), tenendo conto del fatto che ogni carbonio
appartiene a tre diversi esagoni del reticolo (dunque 2 elettroni per esagono). Ri-
sulta che n0 = 4/(3
√
3a2AB). Se droghiamo lo strato, introducendo una densita` di
elettroni n+ sulla banda ε+(k), il livello di Fermi nel modello si puo` ricavare dalla
relazione:
n+ =
g
(2pi)2
∫ kF
0
d2k = g k
2
F
4pi . (1.34)
Perche´ il modello sia accurato e` necessario che la densita` di elettroni sulla banda
di energia positiva del singolo strato sia molto minore della densita` di elettroni
sulla banda di energia negativa: la relazione n+  n0 si puo` esprimere in modo
piu` efficace come kF  kmax, se definiamo n0 = gk2max/(4pi). Il vettore d’onda
critico cosi ottenuto vale kmax ' b/3.5, dove b = 2pi/a e` il modulo del vettore di
traslazione del reticolo reciproco: ogni eccitazione descritta dal questo modello
deve essere ristretta ad una piccola regione della prima zona di Brillouin.
1.2 Isolamento
E` noto da tempo che strati di grafene possono essere fatti crescere epitassialmen-
te sulla superficie di un metallo, usando la deposizione di vapori di idrocarburi
o di ossido di carbonio [13] su una superficie metallica catalizzatrice. Quando
una superficie di questo tipo viene riscaldata, l’ossigeno o l’idrogeno si liberano
e gli atomi di carbonio formano un singolo strato di grafene. Le strutture risul-
tanti raggiungono dimensioni dell’ordine del micron, con pochi difetti, e vengono
caratterizzate in diversi modi. I campioni cresciuti epitassialmente esibiscono
oscillazioni SdH identiche a quelle dei fermioni di Dirac previste per il singolo
strato.
Il grafene puo` inoltre essere fatto crescere sulla superficie del carburo di si-
licio, SiC [14]. Se riscaldato, il silicio si libera dai livelli superiori e pochi strati
di grafene restano sulla superficie. Il numero di strati puo` essere controllato li-
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mitando il tempo o la temperatura del trattamento. La qualita` e il numero di
strati ottenuti dipendono dalla faccia del SiC usata per la loro crescita: quelle che
terminano con carbonio producono pochi strati di bassa mobilita`, mentre quelle
che terminano con silicio danno origine a molti strati di alta mobilita`. Il foglio di
grafene a diretto contatto con il substrato e` molto legato ad esso e non presenta
bande pi. Il grafene cresciuto in questo modo e` pesantemente drogato, a causa
del trasferimento di carica che avviene dal substrato e presenta un potenziale
chimico ben al di sopra del punto di Dirac. Tutti i campioni, quindi, presenta-
no forti caratteristiche metalliche, con una notevole mobilita` elettronica anche a
temperatura ambiente.
Un altro metodo che e` stato usato e` l’esfoliazione chimica [15], cioe` l’introdu-
zione di molecole tra gli strati che compongono la grafite, in modo da provocare
l’isolamento di uno o piu` fogli dal resto del solido (dal punto di vista del tra-
sporto elettronico) o una vera e propria separazione (se si utilizzano molecole
sufficientemente grandi). Questo metodo consente di separare efficacemente stra-
ti di grafene a partire da un campione di grafite, ma non e` mai stato in grado
di prevenire la ricombinazione dei singoli strati in film di spessore variabile e in
generale maggiore della decina di atomi.
Nel 2004 sono state ottenute per la prima volta dal gruppo di A. Geim (Man-
chester) [7] delle strutture bidimensionali composte da pochi strati di grafene,
di dimensioni lineari fino a 10 µm. Fino a questa data, si riteneva impossibi-
le ottenere fogli di grafene isolato, essendo questi instabili, secondo la teoria di
Landau e Peierls [16, 17], rispetto a una transizione verso uno stato corrugato o
arrotolato (fullereni, nanotubi). La tecnologia del taglio micromeccanico e` stata
raffinata negli ultimi anni per separare dalla grafite frammenti sempre piu sottili.
Dopo il risultato del 2004 e` stata migliorata ulteriormente, fino a permettere nel
2005 il taglio efficiente di strati singoli di grafene [9]. La procedura e` semplice ma
efficace [8]: una superficie del cristallo di grafite viene sfregata contro un’altra
superficie (virtualmente qualsiasi superficie solida va bene, ma il grafene puo` es-
sere individuato piu` facilmente su substrati di SiO2), depositando una varieta` di
frammenti. Inaspettatamente, tra i vari frammenti ottenuti, si trovano sempre
singoli strati, la cui prima identificazione avviene attraverso il microscopio otti-
co. I cristalli bidimensionali, benche` naturalmente trasparenti, diventano visibili
su un substrato di ossido di silicio: anche un singolo strato aggiunge sufficiente
cammino ottico alla luce riflessa, cos`ı che il colore cambia rispetto al substrato
vuoto per via dell’interferenza. La procedura richiede mezz’ora per essere imple-
mentata e per identificare probabili singoli strati di grafene. L’analisi prosegue
con il microscopio a forza atomica, grazie al quale e` possibile selezionare singoli
strati, che esibiscono uno spessore pari a circa la distanza tra gli strati della gra-
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Figura 1.4: Un esempio di conduttivita` σ del grafene al variare del potenziale di
gate Vg, e quindi al variare dei portatori di carica n. Inserto: micrografia a scansione
elettronica di uno dei dispositivi fabbricati da Novoselov et al. [9], la scala e` di 1 µm .
(Adattato dalla referenza [18, 9])
fite. I cristalli prodotti rimangono bidimensionali e monocristallini a condizioni
ambiente e non subiscono degrado per un periodo di molte settimane.
Nonostante la sua semplicita`, la tecnica descritta ha molte caratteristiche per
nulla ovvie: da queste si capisce perche` il grafene non e` stato scoperto prima. Il
singolo strato infatti e` (i) in netta minoranza fra tutti i frammenti che vengono
prodotti, (ii) non ha nessuna firma caratteristica per il microscopio elettronico a
trasmissione, (iii) e` trasparente alla luce visibile per la maggior parte dei substrati
e (iv) la microscopia a forza atomica, l’unico metodo che permette la definitiva
identificazione del singolo foglio di grafene, ha tempi di realizzazione molto lunghi.
1.3 Proprieta` di trasporto, l’importanza delle impurezze
Nonostante il libero cammino medio degli elettroni nel grafene possa raggiungere
valori fino a un micrometro nei campioni recenti, le proprieta` di trasporto del
grafene sono molto sensibili ad impurezze. Grazie alla qualita`, notevole sin dagli
esordi [7, 8], dei primi campioni di grafene e` stato possibile misurare la dipen-
denza della conduttivita` σ dal potenziale di gate Vg, cioe` la dipendenza dalla
concentrazione di portatori di carica n. Come vediamo in (Fig. 1.4) la condut-
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tivita` cresce linearmente con |n| portando ad un valore costante della mobilita`
µ = σ/(ne), eccetto in una zona nell’intorno del punto di Dirac. In questa zona σ
non scende mai sotto ad un valore minimo σmin, che corrisponde grosso modo ad
un quanto di conduttivita` e2/h per canale. Nel contesto della teoria del trasporto
di Boltzmann e` facile mostrare [19, 20] che se i centri scatteratori sono a corto
raggio la corrispondente conduttivita` e` indipendente dalla densita` di portatori
di carica, in contrasto con gli esperimenti. D’altra parte se si considera un mec-
canismo di scattering basato sullo schermo di impurezze cariche, la conduttivita`
risultante e` proporzionale ad n, come osservato. Intuitivamente questo e` dovuto
al fatto che nella teoria di Boltzmann la conduttivita` del grafene e`
σ = e
2
h
2εFτ
~
, (1.35)
dove τ e` il tempo di rilassamento, che vale τs ∝ 1/
√
n per centri scatteratori
a corto raggio e τc =
√
n per centri scatteratori di Coulomb. Quindi a alta
densita` il meccanismo di Coulomb domina e la conduttivita` e` lineare nella densita`,
restituendo una mobilita` costante µ che dipende dal numero di impurezze cariche
nimp. Comparando risultati teorici e sperimentali [21] e` possibile stimare che
per grafene prodotto da taglio micromeccanico nimp varia nel range 2 − 15 ×
1011 cm−2. Tuttavia e` importante menzionare che per campioni ad alta mobilita`,
che presumibilmente hanno una bassa concentrazione di impurezze, la curva della
conduttivita` ha un andamento sublineare, indicando presumibilmente la presenza
di altri tipi di scattering [18, 9].
Come abbiamo menzionato sopra, un’altra osservazione rilevante dagli espe-
rimenti e` l’eccezionale persistenza dello stato conduttore per n che va a zero. C’e`
un discreto numero di teorie basate su fogli di grafene omogenei [22] che tentano
di tener conto di questo sorprendente comportamento e in effetti la maggior parte
predice un minimo universale della conduttivita` di σmin = 4e2/(pih). Le misure
sperimentali di σmin pero` sembra siano fortemente dipendenti dal campione[21],
portando a valori dell’ordine di e2/h ma con un prefattore che varia da 2 a 12
e tipicamente maggiore di 4e2/(pih). E` stato argomentato che questa discordan-
za possa essere causata dalla disomogeneita` della distribuzione di carica attorno
al punto di Dirac[19]. Disomogeneita` che e` causata appunto dalla presenza di
impurezze.
A complicare ulteriormente il quadro della situazione, gli studi analitici su una
singola impurezza Coulombiana in un foglio di grafene[23, 24, 25] mostrano, come
vedremo nel presente lavoro, l’insorgere di un regime in cui si hanno fenomeni
prettamente non lineari. Ad esempio una distribuzione di polarizzazione δρ(r) che
decresce con legge di potenza δρ(r) ∝ r−2, inspiegabile con una teoria di tipo RPA
(Random Phase Approximation). Oppure una conduttivita`, calcolata come in
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Figura 1.5: Struttura a picchi della conduttivita` calcolata tramite gli spinori soluzione
dell’equazione di Dirac con potenziale Coulombiano generato da una singola impurezza,
per valori supercritici della carica (vedi Cap. 2). (Adattato dalla referenza [25])
Eq. (1.35), che e` asimmetrica ed addirittura oscillante per valori sufficientemente
grandi della carica di impurezza (Fig. 1.5).
Le impurezze hanno quindi un ruolo chiave nelle proprieta` di trasporto del
grafene.
1.4 Risposta elettronica ed effetto di schermo
A causa della particolare dispersione dell’energia di banda, il grafene esibisce un
comportamento dielettrico significativamente differente rispetto ai convenzionali
sistemi bidimensionali. Lo schermo dielettrico dell’interazione Coulombiana, in-
dotto dagli effetti a molti corpi, permette di capire molte delle proprieta` fisiche
del sistema: quello dinamico, ad esempio, determina lo spettro delle eccitazio-
ni elementari e i modi collettivi, mentre quello statico influenza le proprieta` di
trasporto, a causa dello “scattering” Coulombiano dei portatori di carica con le
impurezze schermate. Riportiamo in questa sezione gli studi sul comportamento
della funzione dielettrica del grafene, nella Random Phase Approximation (RPA),
mostrando le proprieta` a molti corpi del sistema.
L’approssimazione RPA consiste nell’assumere che ogni elettrone si muova
in un campo autoconsistente, dovuto a tutti gli altri elettroni del sistema e ad
un eventuale campo esterno ad esso applicato [26]. Conoscendo la funzione die-
lettrica calcoleremo lo schermo statico delle interazioni degli elettroni con altre
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cariche. Prima di cominciare lo studio delle proprieta` a molti corpi del grafene, e`
necessario pero` introdurre le interazioni fra gli elettroni del sistema e la funzione
di risposta lineare densita`-densita`.
1.4.1 Interazione elettrone-elettrone nel singolo strato
Tutti i fenomeni che si manifestano in un liquido elettronico non interagente sono
ben descritti, per il singolo strato di grafene, dall’equazione di Dirac. Quando
si introducono le interazioni occorre pero` allontanarsi dalla teoria quantistica
relativistica: le quasi-particelle del grafene risentono del potenziale Coulombiano
allo stesso modo degli elettroni in un gas bidimensionale.
Introduciamo l’Hamiltoniana dell’interazione Coulombiana: ci limiteremo a
considerare quanto accade in prossimita` del punto K. Essa assume la forma, per
spin e valle
Hint =
1
2S
∑
q 6=0
∑
α,β
vqρˆq,αρˆ−q,β , (1.36)
dove vq = 2pie2/q e` la trasformata di Fourier dell’interazione Coulombiana bidi-
mensionale, S e` la superficie del campione e {α, β} sono indici di sottoreticolo.
L’operatore densita` del sottoreticolo α, in seconda quantizzazione, si puo` scrivere
ρˆq,α =
∑
k
ψˆ†k−q,αψˆk,α , (1.37)
dove gli operatori sono quelli introdotti nella Sez. 1.1.2. Applicando la trasfor-
mazione (1.32), l’operatore densita` diventa
ρˆq =
∑
k
∑
λ,λ′
cˆ†k−q,λ[U
†(k − q)U(k)]cˆk,λ′ , (1.38)
dove cˆ†k,λ e cˆk,λ sono, rispettivamente, gli operatori di creazione e distruzione di
un elettrone di impulso k e chiralita` λ. Notiamo esplicitamente che gli indici
degli operatori non si riferiscono piu` al sottoreticolo ma alla banda (di valenza o
di conduzione) in cui vengono creati l’elettrone o la buca.
1.4.2 Funzione di risposta densita`-densita`
In questa sezione mostriamo l’espressione analitica ricavata da Wunsch et al. [27]
per la funzione di risposta densita`-densita` del foglio di grafene, per spin e per
valle, in assenza di interazioni elettrone-elettrone. Essa sara` poi sfruttata per
calcolare la funzione dielettrica, dalla quale studieremo gli effetti di schermo.
La risposta in densita` ad un potenziale scalare esterno si puo` ottenere facil-
mente dagli elementi di matrice dell’operatore ρˆq, utilizzando l’espressione per la
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funzione di Lindhard [26], per spin e valle
χ(0)ρρ (q, ω) =
1
S
∑
k,λ,λ′
n
(0)
k,λ − n(0)k+q,λ′
~ω + εk,λ − εk+q,λ′ + iη |〈ψk,λ|ρq|ψk+q,λ
′〉|2 , (1.39)
dove ω e q sono, rispettivamente, la frequenza e il vettore d’onda del potenziale
esterno, n(0)k,λ e` il fattore di occupazione di banda non-interagente e l’elemento di
matrice al lato destro dell’equazione precedente e` dato da
|〈ψk,λ|ρq|ψk+q,λ′〉|2 = 1 + λλ
′ cos(ϕk+q − ϕk)
2 . (1.40)
Per grafene non drogato, per cui il livello di Fermi giace esattamente al punto di
Dirac, l’espressione si puo` ottenere facilmente ed e`
Re χ(0u)ρρ (q, ω) = − q
2
16
Θ(v2Fq2 − ω2)√
v2Fq
2 − ω2
,
Im χ(0u)ρρ (q, ω) = −sgn(ω) q
2
16
Θ(ω2 − v2Fq2)√
ω2 − v2Fq2
.
(1.41)
La risposta densita`-densita` per grafene drogato (per cui εF 6= 0) si puo` sempre
scrivere χ(0d)ρρ = χ(0)ρρ +δχρρ. Siamo interessati al limite statico ω = 0 e q arbitrario,
che serve appunto per il calcolo dello schermo dielettrico. In questo limite si ha
χ(0)ρρ (q, 0) =−
εF
2pi~2v2F
− q16~vF
{
1− 2
pi
arcsin
[1
2
(
1 + 2kF
q
)
− 12
∣∣∣∣1− 2kFq
∣∣∣∣]}
+ kF4piv
√
1−
(2kF
q
)2
Θ
(
1− 2kF
q
)
,
(1.42)
detta anche polarizzabilita` statica. Notiamo esplicitamente che essa e` costante
per q < 2kF.
Un primo interessante risultato e` il calcolo della densita` degli stati all’energia
di Fermi. Infatti si ha [26]
D(εF) = −g lim
q→0χ
(0)
ρρ (q, 0) =
g
2pi
|εF|
~2v2F
. (1.43)
Infine, la funzione dielettrica in schema RPA [26] puo` essere scritta:
(RPA)(q, ω) = 1− vqχ(0)ρρ (q, ω) . (1.44)
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1.4.3 Schermo statico
Consideriamo ora le proprieta` di schermo statico del grafene, seguendo Wunsch
et al. [27]. Studiando la funzione dielettrica statica, calcolata utilizzando le equa-
zioni (1.42) e (1.44). Nel regime di grande impulso trasferito, cioe` per q > 2kF,
lo schermo statico cresce in maniera approssimativamente lineare con q, a causa
delle transizioni interbanda. Questa e` una notevole differenza di comportamento
rispetto al sistema bidimensionale standard, dove la funzione di risposta decresce
rapidamente per q > 2kF, con una cuspide a q = 2kF [26].
Vediamo il caso di un’impurezza introdotta all’interno del reticolo, la cui
densita` di carica e` puntiforme e localizzata nell’origine, cioe` ρext = δ(r)Ze/
√
~vF.
Gli elettroni si muovono per schermarla, a causa dell’interazione Coulombiana,
dando origine ad una fluttuazione della densita` di particelle δρ(r) rispetto al caso
omogeneo (senza impurezza). In approssimazione RPA essa e`
δρ(r) = Ze√
~vF
∫
dq
(2pi)2
[ 1
(RPA)(q, 0)
− 1
]
eiqr . (1.45)
E` ora possibile distinguere due contributi alla densita` di carica indotta: il primo,
δρ(TF), e` non oscillante e deriva dal comportamento a grande lunghezza d’onda
della funzione di risposta densita`-densita`. Si puo` ottenere approssimando al primo
ordine in q la funzione dielettrica statica (approssimazione di Thomas-Fermi)
δρ(TF)(r) = − 2
gαeekF
Ze√
~vF
1
r3
. (1.46)
αee = e2/(~vF) ≈ 2.2 e` la costante di struttura fine del grafene. Il secondo
contributo, analogo delle oscillazioni di Friedel nel 2DEG, e` oscillante e deriva
dalla non-analiticita` della funzione di risposta densita`-densita` del grafene per
q = 2kF. Le sue dirivate seconde, infatti, sono discontinue in questo punto:
questo porta ad un comportamento oscillante, come e` possibile vedere in Fig. 1.6
δρ(osc)(r) ∝ − Ze√
~vF
1
kF(− αee/pi)2
cos(2kFr)
r3
. (1.47)
Il comportamento del grafene contrasta con quello del 2DEG, dove le oscillazio-
ni di Friedel vanno a zero a grande distanza come 1/r2. Poiche´ il contributo di
Thomas-Fermi e` dello stesso ordine di grandezza della parte oscillante, e` essenziale
considerarli entrambi contemporaneamente. Notiamo inoltre che il primo contri-
buto allo schermo e` indipendente dalla constante dielettrica , mentre l’ampiezza
delle oscillazioni decresce al crescere di .
Come abbiamo accennato in Sec. 1.3, la soluzione analitica del problema di
singola impurezza sopra il regime di carica critica genera un contributo alla po-
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Figura 1.6: Densita` di carica indotta δρ(r) (in unita` di ρ0 = k2FZe/
√
~vF) come
funzione della variabile adimensionale kFr/pi ( = 2.4). Si noti il decadimento che va come
r−3 a grandi distanze ed il fatto che δρ(r) < 0 sempre. (Adattato dalla referenza [27])
larizzazione del tipo 1/r2 [24]. Questo fenomeno non e` osservabile con una teoria
di risposta lineare come quella che abbiamo visto in questa sezione.
1.4.4 Coefficiente di assorbimento ottico
Il grafene presenta notevoli proprieta` ottiche. Ad esempio il fatto che si riesca
ad osservarlo al microscopio ottico nonostante abbia lo spessore di un atomo.
Questo e` il risultato di fenomeni di interferenza con il substrato Si/SiO2 [28].
Il coefficiente di assorbimento η (Fig. 1.7), come mostreremo in Sec. 3.4.1, e`
indipendente dalla frequenza dell’onda incidente ed e` espresso solo in termini
della costante di struttura fine α = e2/(~c) [29, 30]:
η = piα . (1.48)
Il singolo strato di grafene riflette meno dello 0.1% della luce incidente nella
regione del visibile [29], aumentando fino al 2% per dieci strati. Possiamo quindi
assumere che il coefficiente di assorbimento sia proporzionale con il numero degli
strati, ognuno dei quali assorbe η = 2.3% [28].
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Figura 1.7: Spettri di assorbimento per tre campioni differenti di grafene su un range
di energie del fotone tra 0.5 e 1.2 eV. La scala e` in unita` di piα. (Adattato dalla
referenza [30])

Capitolo2
Problema di Dirac-Kepler in due
dimensioni spaziali
Il problema della stabilita` dell’atomo e` da sempre considerato come uno dei suc-
cessi piu` grandi della meccanica quantistica. Nella teoria relativistica tuttavia
riemerge la possibilita` di una caduta con traiettoria spiraleggiante dell’elettrone
sul nucleo. Il collasso avverrebbe quando il momento angolare dell’elettrone e`
sufficientemente piccolo: M < Mc = Ze2/c, dove Z e` il numero atomico dell’ato-
mo. La meccanica quantistica ancora una volta viene in aiuto con la condizione
di quantizzazione M = n~. Questo spiega la stabilita` di tutti gli atomi con
Z < (~c)/e2 ≈ 137. I primi risultati sul problema di Dirac-Kepler (DKP) danno
proprieta` insensate per gli atomi con Z > 137. Il problema e` stato poi risolto te-
nendo conto della dimensione finita del raggio nucleare arrivando, con Z > 170, al
decadimento con emissione di positrone [31] (collasso atomico). Questi fenomeni
non sono mai stati osservati in laboratorio per via delle varie difficolta` sperimenta-
li di ottenere, in maniera stabile, nuclei cos`ı pesanti dall’urto di nuclei piu` leggeri.
Come vedremo il problema diventa invece accessibile nel grafene [25, 32, 33, 34],
con la caratteristica velocita` di Fermi vF ≈ 300c e quindi una costante di struttura
fine effettiva di αee = e2/(~vF) ≈ 2.2.
Il DKP in due dimensioni, pur essendo essenzialmente una trattazione a
singola particella, e` un problema teorico estremamente interessante ed attua-
le. In questo capitolo mostreremo la soluzione esatta del problema seguendo le
Ref. [24, 25, 32]. Esistono tuttavia altre trattazioni ugualmente valide [23]. Dai
risultati del problema emergono due regimi caratteristici distinti da un valore cri-
tico per la carica ed aventi soluzioni con comportamento differente. Nel regime
con carica superiore a quella critica, detto supercritico, studieremo il manifestarsi
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di stati quasi-legati. Questo fenomeno e` il corrispettivo del collasso atomico per
gli atomi pesanti.
2.1 Grafene libero
Prima di affrontare il DKP e` propedeutico risolvere l’equazione di Dirac in assenza
di potenziale
− i~vF
(
0 ∂x − i∂y
∂x + i∂y 0
)
ψ(r) = εψ(r) , (2.1)
dove ψ(r) e` lo spinore
ψ(r) =
(
ψ(1)(r)
ψ(2)(r)
)
. (2.2)
Definiamo
k = ε
~vF
, (2.3)
che ha le dimensioni di un vettore d’onda. Disaccoppiando le due equazioni (2.1)
notiamo che le componenti dello spinore ψ(r) devono soddisfare l’equazione dif-
ferenziale del second’ordine (∇2 + k2)ψ(1)(r) = 0 (2.4)(∇2 + k2)ψ(2)(r) = 0 . (2.5)
Questa equazione e` formalmente identica all’equazione di Schro¨dinger per una
particella libera [35].
2.1.1 Momento angolare totale
Osserviamo che per l’Eq. (2.1), o per una generica equazione di Dirac con poten-
ziale a simmetria centrale come la (2.30), l’operatore
Jz = Lz +
~
2σz = (2.6)
−i~
(
x∂y − y∂x + i2 0
0 x∂y − y∂x − i2
)
(2.7)
commuta con l’Hamiltoniana [6]. Jz e` quindi la somma del momento angolare
dei fermioni di Dirac con la componente dello pseudospin normale al piano del
grafene. Gli autovalori doppiamente degeneri di (2.7) sono j = ~m, con m un
numero semi-intero. Gli autospinori sono(
ei(m−
1
2 )ϕ
0
)
,
(
0
ei(m+
1
2 )ϕ
)
. (2.8)
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2.1.2 Soluzione con funzioni di Bessel
Siamo interessati ad una soluzione della Eq. (2.1) tramite autospinori di Jz,
conviene quindi portare l’equazione in coordinate polari (r, ϕ)
− i~vF
(
0 − ire−iϕ∂ϕ + e−iϕ∂r
i
re
iϕ∂ϕ + eiϕ∂r 0
)
ψ(r) = εψ(r) . (2.9)
Separiamo la parte angolare e cerchiamo una soluzione della forma
ψ(r) =
(
a−(r) ei(m−
1
2 )ϕ
a+(r) ei(m+
1
2 )ϕ
)
. (2.10)
Inserendo la (2.10) nell’Eq. (2.4) si trova
x2∂2xa± + x∂xa± +
[
x2 −
(
m± 12
)2]
= 0 , x = kr . (2.11)
Le soluzioni della (2.11) sono le funzioni di Bessel di ordine m± 12 (intero) [36].
Considerando solamente le soluzioni di Bessel regolari nell’origine abbiamo
a±(r) = A±Jm± 12 (kr) . (2.12)
Sostituendo la (2.12) nella (2.9) possiamo ricavare una delle costanti A± in
funzione dell’altra con l’aiuto della relazione
J ′ν(x) +
ν
x
Jν(x) = Jν−1(x) . (2.13)
Notiamo infine che le funzioni di Bessel soddisfano la seguente proprieta` per
argomento negativo:
Jν(x) = eipiνJν(|x|) , x < 0 . (2.14)
Gli autospinori del sistema sono
ψλmκ(r, ϕ) = Aλmκ
 Jm− 12 (κr) ei(m− 12 )ϕ
iλ Jm+ 12
(κr) ei(m+ 12 )ϕ
 . (2.15)
L’autovalore λ assume i valori ±1: banda di valenza e di conduzione. m e` il
numero quantico orbitale ed assume valori semi-interi. Infine l’autovalore κ e`
definito
κ = |ε|/~vF . (2.16)
L’energia puo` quindi essere scritta come
ε = λκ~vF . (2.17)
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Studiamo adesso l’andamento a grandi r, sfruttando
Jν(x) ≈
√
2
pix
cos
(
x− 12νpi −
1
4pi
)
, x→∞ (2.18)
si ha
ψλmκ(r, ϕ) ≈ Aλmκ√2piκr

[
eiλκr−i
pi
2 λm + e−iλκr+ipi2 λm
]
ei(m−
1
2 )ϕ[
eiλκr−i
pi
2 λm − e−iλκr+ipi2 λm
]
ei(m+
1
2 )ϕ
 , r →∞ .
(2.19)
Possiamo quindi interpretare la (2.19) come la somma (sottrazione), per la com-
ponente superiore (inferiore) dello spinore, di un’onda entrante ed una uscente.
La parte radiale r− 12 e` caratteristica dei sistemi in due dimensioni spaziali. Per
problemi con potenziale a simmetria centrale che si annulla ad infinito, come il
potenziale Coulombiano, la forma asintotica della soluzione sara` la stessa della
(2.19) a meno di una fase modificata. E` proprio questa fase, caratteristica del
potenziale in questione, che fornisce importanti informazioni sul sistema.
2.1.3 Sistema infinito
In un sistema infinitamente esteso l’autovalore κ e` continuo. Gli autospino-
ri (2.15) formano una base con le seguenti relazioni di ortonormalizzazione e
completezza ∫
d2rψ†λ′m′κ′(r)ψλmκ(r) = δλ′λδm′mδ(κ
′ − κ) , (2.20)
∑
λ=±
∞∑
m=−∞
∞∫
0
dκψ†λmκ(r
′)ψλmκ(r) = δ(r′ − r) . (2.21)
Utilizziamo la relazione (2.20) per trovare la costante Aλmκ in Eq. (2.15). Ser-
vendoci dell’integrale
∞∫
0
xJν(ax)Jν(bx)dx =
δ(a− b)
a
, (2.22)
si trova
Aλmκ =
1
2
√
κ
pi
. (2.23)
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2.1.4 Sistema di taglia finita
Considerando il problema in una superficie circolare finita di raggio R dovremo
scegliere un’opportuna condizione al bordo. La nostra scelta e` giustificata dalla
descrizione dei cosiddetti bordi a “zigzag” [37, 32] del grafene ed e` l’annullamento
della seconda componente dello spinore
ψ(2)(R,ϕ) = 0 . (2.24)
C’e` una semplice motivazione per queste condizioni al bordo: il bordo a zigzag
e` la piu` semplice terminazione del reticolo a nido d’ape che si possa pensare e
in questo caso gli atomi sul bordo appartengono tutti allo stesso sottoreticolo,
da qui l’annullamento di una delle due componenti dello spinore. Applicando la
condizione (2.24) agli spinori (2.15) si ottiene la relazione di quantizzazione per
κ
Jm+ 12
(κR) = 0 k =
zm+ 12 ,1
R
,
zm+ 12 ,2
R
, . . . (2.25)
dove zν,s e` lo s-esimo zero non negativo della funzione di Bessel del primo ti-
po di indice ν [36]. I valori di κ sono percio` discreti e dipendono dal valore
dell’autovalore m. Gli autospinori (2.15) formano una base le cui relazioni di
ortonormalizzazione e completezza sono∫
d2rψ†λ′m′κ′(r)ψλmκ(r) = δλ′λδm′mδκ′κ (2.26)∑
λ=±
∞∑
m=−∞
∞∑
κ
ψ†λmκ(r
′)ψλmκ(r) = δ(r′ − r) . (2.27)
Infine con l’integrale∫
xJν(ax)2dx =
1
2x
2[Jν(ax)2 − Jν−1(ax)Jν+1(ax)] (2.28)
e la condizione (2.25) si trova la normalizzazione
Aλmκ =
1√
2piRJm− 12 (κR)
. (2.29)
2.2 Soluzione del problema di Dirac-Kepler
L’equazione di Dirac in assenza di massa e con il potenziale Coulombiano generato
da un’impurezza nell’origine e`
− i~vF
(
0 − ire−iϕ∂ϕ + e−iϕ∂r
i
re
iϕ∂ϕ + eiϕ∂r 0
)
ψ(r) =
[
ε+ Ze
2
r
]
ψ(r) . (2.30)
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dove Z e` il numero atomico dell’impurezza carica. Definiamo sin da subito il
parametro adimensionale
β = −Ze
2
~vF
. (2.31)
Cerchiamo una soluzione della forma seguente
ψ(r, ϕ) =
(
[w(r) + v(r)] ei(m− 12 )ϕ
[w(r)− v(r)] ei(m+ 12 )ϕ
)
rs−
1
2 eikr . (2.32)
La forma della parte angolare e` gia` stata esaustivamente spiegata nel caso libero
Sec. 2.1.1. Con il termine rs− 12 vogliamo “catturare” l’andamento a piccoli r,
il termine −1/2 e` caratteristico per il caso 2D (se fossimo stati in 3D avremmo
scelto rs−1). Poiche´ abbiamo a che fare con fermioni relativistici a massa nulla,
se il sistema e` spazialmente infinito ci aspettiamo uno spettro totalmente conti-
nuo1. Per entrambe le componenti dello spinore w(r) e v(r) distinguono la parte
entrante ed uscente della funzione d’onda (vedi Sec. 2.1.2). eikr e` un termine
d’onda caratteristico dell’andamento asintotico a grandi r, cioe` quando il fermio-
ne e` sostanzialmente libero. k rappresenta il vettore d’onda e la sua espressione
e` (il particolare segno scelto e` per convenienza)
k = − ε
~vF
. (2.33)
Sostituendo l’ansatz (2.32) nella (2.30) si arriva alle equazioni differenziali accop-
piate
rw′(r) + [s+ iβ + 2ikr]w(ρ)−mv(r) = 0 (2.34)
rv′(r) + [s− iβ]v(r)−mw(r) = 0 . (2.35)
Per r → 0 le equazioni (2.34, 2.35) diventano
[s+ iβ]w −mv = 0 (2.36)
−mw+[s− iβ]v = 0 . (2.37)
w(r) e v(r) sono assunte tali che non si annullino nell’origine, percio` imponiamo
che il determinante del sistema (2.36, 2.37) si annulli. Questo ci da la condizione
sul parametro s, che chiameremo d’ora in poi sm
sm =
√
m2 − β2 . (2.38)
1Si ha spettro continuo quando la particella puo` andare all’infinito, dove e` in tutto e per
tutto una particella libera [35]. Gli autostati di Hamiltoniana libera per una generica particella
relativistica sono ε = ±
√
p2 +m2 (con m intendiamo in questo caso la massa della particella,
c = 1). Lo spettro continuo si ha quindi per ε ≥ m ed ε ≤ −m. Una particella relativistica
senza massa ha percio` spettro interamente continuo.
Cap. 2. Problema di Dirac-Kepler in due dimensioni spaziali 29
Eliminando w(r) nel sistema (2.34, 2.35) ed introducendo la variabile ausiliaria
z si arriva all’equazione differenziale lineare del second’ordine
zv′′(z) + [2sm + 1− z]v′(z)− [sm − iβ]v(z) = 0 , z = −2ikr . (2.39)
Con le definizioni temporanee
a = sm − iβ b = 2sm + 1 (2.40)
l’Eq. (2.39) diventa
zv′′(z) + [b− z]v′(z)− av(z) = 0 . (2.41)
In letteratura l’Eq. (2.41) e` nota come equazione ipergeometrica confluente o
equazione di Kummer [36]. La soluzione generale puo` essere scritta come
v(z) = A1F1(a, b, z) + z1−bB1F1(1 + a− b, 2− b, z) , (2.42)
dove A e B sono costanti e le 1F1(a, b, z) sono funzioni ipergeometriche confluenti
del primo tipo
1F1(a, b, z) =
Γ(b)
Γ(a)
∞∑
n=0
Γ(a+ n)zn
Γ(b+ n)n! . (2.43)
Poiche´ 1F1(a, b, 0) = 1, nell’origine avremo che il secondo termine dell’Eq. (2.42)
sara`
Bz1−b ∝ r−2sm . (2.44)
Percio` per sm reale (|m| ≥ |β|) soltanto il primo termine della (2.42) e` regolare
e quindi accettabile2, questo caso e` detto regime subcritico. Quando invece sm
e` immaginario puro anche il secondo termine della (2.42) e` accettabile poiche`
non porta una divergenza, anche se comunque la fase e` infinitamente oscillante.
Questo secondo caso e` detto regime supercritico.
Prima di studiare nel dettaglio i due regimi notiamo, a questo punto, che gli
autovalori del sistema hanno la stessa forma di quelli del sistema libero, gia` visti
in Sec. 2.1.2, con l’energia scritta come in Eq. (2.17). Gli autospinori sono quindi
della forma (2.32) e le funzioni vλmκ(r) e wλmκ(r) sono differenti a seconda del
regime in cui ci troviamo, come vedremo nelle prossime sezioni.
2.2.1 Considerazioni su sistemi spazialmente infiniti e finiti
In un sistema infinitamente esteso l’autovalore κ e` continuo e le relazioni di
ortonormalizzazione e completezza della base sono (2.20,2.21).
2La condizione di non divergenza e` da imporre all’integrale sulla superficie di ψ†ψ, le singole
componenti dello spinore possono essere divergenti.
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Considerando il sistema in una superficie finita di raggio R invece appliche-
remo la condizione al bordo gia` usata nel caso libero (2.24). Applicando questa
condizione agli spinori (2.32) si ottiene la relazione di quantizzazione per κ
vλmκ(R) = wλmκ(R) . (2.45)
I valori di κ sono percio` discreti e dipendono dal valore degli altri due autovalori
λ e m. Inoltre l’equazione (2.45) ha una forma differente a seconda del regime in
cui ci si trova: |m| ≷ |β|. Le relazioni di ortonormalizzazione e completezza nel
caso finito sono (2.26,2.27).
2.3 Soluzione nel regime subcritico
La soluzione della (2.42) nel regime subcritico e`
vλmκ(r) = Aλmκ 1F1(sm − iβ, 2sm + 1, 2iλκr) (2.46)
Dalle equazioni (2.35), (2.46), sfruttando la proprieta`
z
d
dz 1F
′
1(a, b, z) = a[1F1(a+ 1, b, z)− 1F1(a, b, z)] (2.47)
si ricava
wλmκ(r) = Aλmκeiαm1F1(sm − iβ + 1, 2sm + 1, 2iλκr) (2.48)
eiαm = sm − iβ
m
. (2.49)
Per le funzioni ipergeometriche confluenti del primo tipo inoltre vale la seguente
trasformazione [36]
1F1(a, b, z) = ez1F1(b− a, b,−z) . (2.50)
La (2.50) ci permette di scrivere la relazione molto utile
wλmκ(r) = eiαm+2iλκrv∗λmκ(r) . (2.51)
La forma asintotica per la funzione vλmκ(r) si trova sfruttando il primo termine
dell’espansione asintotica per funzioni ipergeometriche confluenti [36], cioe`
1F1(a, b, z) ≈ Γ(b)Γ(b− a)e
±ipiaz−a + Γ(b)Γ(a)e
zza−b (2.52)
(segno superiore se −12pi < argz < 32pi, segno inferiore se −32pi < argz ≤ −12pi).
Applicando la (2.52) al nostro caso e scartando, fra i due termini, quello con la
potenza reale e positiva di 1/r di ordine piu` alto si ottiene
vλmκ(r) ≈ AλmκΓ(2sm + 1)e
pi
2 λβ
Γ(sm + 1 + iβ)
ei
pi
2 λsm
eiβ ln(2κr)
(2κr)sm . (2.53)
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Per wλmκ conviene usare la (2.51) e si otterra` un’espressione simile. Asintotica-
mente la nostra soluzione (2.32) ha una forma del tutto simile a quella del caso
libero (2.19). Il termine logaritmico e` una peculiarita` del potenziale Coulombia-
no a lunghe distanze, compare persino in considerazioni semiclassiche [38]. Al
variare di r da` un contributo trascurabile rispetto al termine d’onda e−iλκr.
L’espressione (2.53) innanzitutto ci serve per calcolare la costante di norma-
lizzazione nel caso infinitamente esteso. Infatti l’integrale di ortonormalizzazione
(2.20) e` divergente per κ′ → κ in quanto l’integrando e` asintoticamente costan-
te. Allora possiamo considerare soltanto il contributo asintotico, trascurando
dall’integrale un contributo finito rispetto ad uno infinito [38]. Si ottiene quindi
Aλmκ =
|Γ(sm + iβ + 1)|(2κ)sme−pi2 λβ
2
√
2piΓ(2sm + 1)
. (2.54)
2.3.1 Autospinori subcritici in un sistema di taglia finita
La condizione (2.45), le cui soluzioni generano i valori di κ accettabili, porta a
risolvere numericamente l’equazione
eiαm+2iλκR−2i arg vλmκ(R) = 1 . (2.55)
Normalizzando gli spinori con la (2.26) si ottiene la costante
Aλmκ =
√√√√ 1
8piR2sm+1N (sub)λmκ
, (2.56)
con
N
(sub)
λmκ =
1∫
r0/R
dxx2sm |1F1(sm − iβ, 2sm + 1, 2iλκRx)|2 . (2.57)
L’integrale N (sub)λmκ andra` valutato numericamente. r0 e` un raggio di cut-off che
introdurremo nella prossima sezione.
2.4 Soluzione nel regime supercritico
La soluzione della (2.42) nel regime supercritico e`
vλmκ(r) = Aλmκ1F1(iγm − iβ, 2iγm + 1, 2iλκr)+
Bλmκe
λpiγm−2iγm ln 2κr1F1(−iγm − iβ,−2iγm + 1, 2iλκr) .
(2.58)
Abbiamo definito
γm = Imsm (2.59)
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per comodita` di scrittura. Sfruttando quindi le Eq. (2.35), (2.58), (2.47)
wλmκ(r) = −iAλmκηm1F1(iγm − iβ + 1, 2iγm + 1, 2iλκr)−
i
Bλmκ
ηm
eλpiγm−2iγm ln 2κr1F1(−iγm − iβ + 1,−2iγm + 1, 2iλκr) .
(2.60)
Abbiamo usato la definizione
ηm = sign(βm)
√
β − γm
β + γm
. (2.61)
Per la soluzione nel caso supercritico si hanno due costanti da determinare (Aλmκ
e Bλmκ), quindi oltre alla normalizzazione si necessita di un’ulteriore condizio-
ne. Visto che stiamo effettuando una trattazione “al continuo” di un problema
definito in un reticolo, una buona condizione sara` avere un raggio di cut-off r0
che delimiti una regione impenetrabile dai fermioni. Consideriamo la soluzione
a piccole distanze, cioe` r = r0  1κ , la condizione imposta e` dello stesso tipo di
quella usata per R (2.24), cioe`
ψ2(r0, ϕ) = 0 . (2.62)
Per piccoli valori di |z| possiamo usare l’approssimazione
1F1(a, b, z) ≈ 1 , (2.63)
si ha quindi
Bλmκ = e2iχmκηme−λpiγmAλmκ (2.64)
e2iχmκ = i1 + iηm1− iηm e
2iγm ln 2κr0 . (2.65)
Usando la (2.50) si ricava l’analoga nel caso supercritico della (2.51)
wλmκ(r) = −ie2iχmκ−2iγm ln 2κr+2iλκrv∗λmκ(r) . (2.66)
Dall’espansione asintotica (2.52) si ricava
vλmκ(r) ≈ Aλmκe
pi
2 λ(β−γm)Ωλmκei(β−γm) ln(2κr) (2.67)
Ωλmκ =
Γ(1− 2iγm)
Γ(1− iγm + iβ)e
piλγmηme
2iχmκ + Γ(1 + 2iγm)Γ(1 + iγm + iβ)
, (2.68)
wλmκ(r) si ricava dalla (2.66). Per (2.67) valgono le stesse considerazioni fatte
per il caso subcritico.
Per il sistema infinitamente esteso, calcolando la costante di normalizzazione
come nel caso subcritico, si ottiene
Aλmκ =
|(2κ)iγm |epi2 λ(γm−β)
2
√
2pi|Ωλmκ|
. (2.69)
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2.4.1 Autospinori supercritici in un sistema di taglia finita
Le dimensioni del sistema sono tali che R  r0. La condizione (2.45), le cui
soluzioni generano i valori di κ accettabili, porta a risolvere numericamente
l’equazione
− ie2iχmκ−2iγm ln 2κR+2iλκR−2i arg vλmκ(R) = 1 . (2.70)
Normalizzando gli spinori con la (2.26) si ottiene la costante
Aλmκ =
√√√√ 1
8piR|Riγm |2N (sup)λmκ
, (2.71)
con
N
(sup)
λmκ =
1∫
r0/R
dx|1F1(iγm − iβ, 2iγm + 1, 2iλκRx)+
e2iχmκηme
−2iγm ln 2κRx1F1(−iγm − iβ,−2iγm + 1, 2iλκRx)|2 .
(2.72)
L’integrale N (sup)λmκ andra` valutato numericamente.
2.5 Fasi di scattering
Consideriamo gli andamenti asintotici ((2.53) e (2.67)) degli autospinori soluzione
del DKP. Definiamo la fase relativa fra la componente entrante ed uscente, detta
fase di scattering
vλmκ(r)
wλmκ(r)
= e−2iλκr+2iβ ln(2κr)+2iδλmκ . (2.73)
Si trova quindi, sfruttando le relazioni (2.51) e (2.66)
δ
(sub)
λm = arg Γ(s+ 1 + iβ)−
αm
2 +
pi
2λsm (2.74)
δ
(sup)
λmκ = arg Ωλmκ − χmκ +
pi
4 . (2.75)
Il caso supercritico, a differenza di quello subcritico, presenta una dipendenza
della fase dall’energia tramite κ. Questa dipendenza e` dovuta alla condizione al
bordo ad r0. Per λ = −1 e β < 0 (energia negativa e carica di impurezza positiva)
e` sostanzialmente una funzione a scalini di altezza pi e pendenza γm ln(2κr0)
(Fig. 2.2). Questi scalini (“kinks”) sono un indizio dell’esistenza di stati quasi-
legati “intrappolati” nel potenziale di impurezza. Cambiando il segno della carica
gli scalini scompaiono e si ha una retta.
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(a)
(b)
(c)
Figura 2.1: Densita` di probabilita` degli autospinori in un sistema a taglia finita nel
caso libero, subcritico (β = −0.3) e supercritico (β = −0.6). I parametri del sistema
sono R = 50nm e r0 = 0.1nm. Gli autovalori sono λ = −1, m = 1/2 e κ ≈ 0.35nm−1.
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Figura 2.2: Fase di scattering per λ = −1, m = 1/2. Linea continua (tratteggiata)
per β < 0: carica positiva (β > 0: carica negativa). Colore nero (grigio) per |β| = 0.8
(|β| = 1.2).
2.6 Stati quasilegati, trattazione semiclassica
Possiamo cogliere gli aspetti chiave riguardanti gli stati quasi-legati del DKP
tramite alcuni semplici ragionamenti di natura semiclassica. Scriviamo l’Hamil-
toniana relativistica come
H = ±vF|p| − Ze
2
r
, (2.76)
dove ±vF|p| sono le energie di particelle e buche degli autostati di Hamiltoniana
libera, ed inoltre identifichiamo H con i suoi autovalori ε. Esplicitando il modulo
del momento angolare, che e` un integrale del moto, tramite
p2 = p2r +
M2
r2
, (2.77)
ricaviamo
p2r =
1
v2F
(
ε+ Ze
2
r
)2
− M
2
r2
. (2.78)
Restringendoci ad ε < 0 studiamo la (2.78) al variare di r. Troviamo una regione
proibita in cui p2r e` negativo delimitata dalle due soluzioni
r1,2 =
Ze2
|ε| ±
MvF
|ε| . (2.79)
Distinguiamo subito due regimi: per M > Mc = Ze2/vF la regione proibita sara`
un cerchio di raggio r2, il maggiore dei due raggi (2.79), per M < Mc sara` l’anello
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(a)
(b)
Figura 2.3: (a) Traiettorie classiche calcolate dalla (2.78) per ε < 0 e M < Ze2/vF in
entrambe le regioni permesse. (b) Rappresentazione grafica del potenziale Coulombiano
e dell’energia di Hamiltoniana libera nelle varie regioni. (Figure riprodotte da [25])
delimitato da r1 ed r2 (Fig. 2.3(a)). E` facile mostrare, dalla quantizzazione del
momento angolare M , come la condizione per questi due regimi si identifichi con
quella della soluzione esatta.
2.6.1 Livelli energetici quantizzati
Nel caso M < Mc il termine di energia di Hamiltoniana libera e` di segno opposto
all’interno delle due regioni permesse, le quali quindi distinguono fra particella e
buca (Fig. 2.3(b)). Nella regione interna avremo degli stati intrappolati (quasi-
legati) dal potenziale Coulombiano. Applichiamo la condizione di quantizzazione
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di Bohr Sommerfeld all’impulso pr relativo alla coordinata radiale
r1∫
r0
prdr = pi~n . (2.80)
Notiamo subito che e` necessario aggiungere un raggio di cut-off r0, con r0  r1,
per evitare la divergenza logaritmica (cfr. Sez. 2.4). L’integrale puo` quindi essere
valutato considerando soltanto il contributo dominante in prossimita` del cut-off,
arrivando cos`ı ai livelli energetici quantizzati
εn ∝ − 1
r0
e
−pi~
γ
n (2.81)
γ =
√
M2c −M2 . (2.82)
I livelli energetici εn sono quindi infiniti e logaritmicamente equispaziati con
distanza divergente per M ≈Mc (cfr. con la fase supercritica in Fig. 2.2).
2.6.2 Effetto tunnel e decadimento
Questi stati hanno vita media τ ∼ ~/Γ finita in quanto possono transire, tramite
effetto tunnel attraverso la regione classicamente non permessa, nella regione
r > r2 [38]
Γn
|εn| ≈ e
− 2~S (2.83)
S =
r2∫
r1
Im prdr . (2.84)
Il calcolo esatto ci da
S = pi(Mc − γ) , (2.85)
in prossimita` della soglia M ≈Mc si ha
Γn
|εn| ≈ e
− 2pi~ Mc . (2.86)
Considerando che al minimo M ∼ ~ questo risultato e` compatibile con il risultato
esatto (2.101) poiche´ e` lecita l’approssimazione
1
e
2pi
~ Mc − 1
≈ e− 2pi~ Mc . (2.87)
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2.7 Stati quasi-legati, trattazione esatta
Quando siamo in presenza di particelle che risiedono in una zona spazialmente
finita del sistema per una considerevole quantita` di tempo τ , per poi abbando-
narla andando all’infinito, conviene introdurre il concetto di stati quasi-legati.
La probabilita` di transizione per unita` di tempo P = 1/τ sara` quindi piccola ma
non nulla. Lo spettro continuo dell’energia e` caratterizzato da dei picchi. Per
poter apprezzare questi picchi la larghezza dovra` essere piccola rispetto alla loro
distanza. La maniera piu` semplice per trovare questi stati e` quella di impor-
re che la funzione d’onda all’infinito presenti soltanto la componente uscente, il
che corrisponde alla particella che va all’infinito una volta slegata [38]. Questa
condizione non e` fisicamente possibile e ci restituira` dei livelli energetici a valori
complessi
ε = Re ε− iΓ2 . (2.88)
Chiariamo adesso qual e` il ruolo della componente immaginaria. L’evoluzione
temporale degli autostati del sistema e` caratterizzata dal fattore
e−i
ε
~ t = e−i
Re ε
~ te−
Γ
2~ t . (2.89)
La probabilita` di trovare la particella in una zona localizzata decresce nel tempo
con il modulo quadro: e−Γ~ t. Γ determinera` allora la probabilita` di transizione P
e il tempo di permanenza
τ ∼ ~Γ . (2.90)
Essa sara` quindi, sfruttando il principio di indeterminazione, la nostra stima per
la larghezza degli stati, che sono centrati in Re ε.
2.7.1 Stati quasi-legati nel regime supercritico
Applichiamo questa tecnica agli autospinori del regime supercritico del DKP.
Scelgo la notazione
ε = λ|ε|e−iλθ , (2.91)
cosicche´ θ sara` un piccolo angolo positivo (Fig. 2.4). Occorre fare molta attenzione
poiche´ molti dei risultati ricavati in precedenza, come la (2.67), presupponevano
valori di κ reali, dall’Eq. (2.17) si ha invece
κ = |ε|
~vF
e−iλθ . (2.92)
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Figura 2.4: Spettro di energia complesso degli stati quasi-legati, che si manifestano
per |β| > 1/2. (Riprodotto da [25])
L’espansione corretta per vλmκ(r), che e` la componente entrante dell’onda asin-
totica, e`
vλmκ(r) ≈ Aλmκepi(
λ
2−1)(γm−β)Ωλmκei(β−γm) ln(2κr) (2.93)
Ωλmκ =
Γ(1− 2iγm)
Γ(1− iγm + iβ)e
−2pi(λ2−1)γmηme2iχmκ +
Γ(1 + 2iγm)
Γ(1 + iγm + iβ)
. (2.94)
Gli zeri della (2.93), che non siano simultaneamente anche zeri dell’onda uscente
wλmκ(r), vanno cercati in Ωλmκ. Definendo
ζλm =
e2pi(
λ
2−1)γm
ηm
Γ(1 + 2iγm)Γ(1− iγm + iβ)
Γ(1− 2iγm)Γ(1 + iγm + iβ) (2.95)
l’equazione da risolvere sara`
e2iχmκ + ζλm = 0 . (2.96)
Da cui, usando la (2.65), si ottiene
ln(2|κ|r0) = 12γm arg ζλm +
1
2γm
arg 1− iηm1 + iηm +
pi
4γm
− pin
γm
(2.97)
λθ = 12γm
ln |ζλm| (2.98)
dove n e` un numero intero. Il termine che lo contiene, ovvero −pin/γm, viene
dallo svolgimento di un logaritmo complesso. Dalla (2.97) si ottengono i livelli
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quantizzati degli stati quasi-legati
κn =
C
r0
e
− pin
γm e−iλθ. (2.99)
C e` una costante reale e positiva irrilevante, θ si ricava dalla (2.98). Facendo uso
della relazione
|Γ(1 + ix)|2 = pixsinh(pix) (2.100)
ed espandendo per piccoli valori di γm (|β| & |m|) si ottiene
θ = pi2
3λ+ 1− e−2piβ(λ+ 1)
1− e−2piβ modulo (−pi, pi] . (2.101)
Per λ = −1 e β = −1/2 (siamo in banda di valenza e l’impurezza ha la piu` piccola
carica supercritica positiva possibile)
θ ≈ Im εRe ε ≈ 0.14, (2.102)
i picchi di risonanza sono piuttosto stretti rispetto alla loro spaziatura e quindi
apprezzabili. Se cambiamo il segno della carica (β = 1/2) invece non si ottengono
picchi visibili, come ci conferma anche la fase di scattering (Fig. 2.2).
2.8 Valore critico della carica dell’impurezza
Fino ad adesso la nostra trattazione considerava un singolo fermione sotto l’azione
di un potenziale Coulombiano nel vuoto, senza quindi l’effetto di schermo dovuto
al particolare materiale che stiamo considerando. Introduciamo percio` la costante
dielettrica effettiva e correggiamo il potenziale con
− Ze
2
r
→ −Ze
2
r
. (2.103)
Per il grafene, essendo bidimensionale, riconosciamo essenzialmente due contri-
buti per . Il primo e` dovuto alle due regioni di spazio che delimitano il foglio.
Assumendo che le costanti dielettriche di queste regioni siano s1 ed s2, il loro
contributo sul piano del grafene e` ragionevolmente
s =
s1 + s2
2 . (2.104)
Il secondo contributo e` dovuto allo schermo elettronico proprio del grafene. Te-
nendo presente i risultati del capitolo precedente, la funzione di Lindhard nel
limite statico per grafene non drogato e`
χ0(q, 0) = − g16~vF q . (2.105)
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In approssimazione RPA si ha quindi
RPA(q) = 1− vqχ0(q, 0) (2.106)
vq =
2pie2
sq
(2.107)
RPA = 1 +
pigαee
8s
. (2.108)
Usando i parametri caratteristici del grafene: αee = e2/(~vF) ≈ 2.2, g = 4 e
prendendo s = 1 (considerando grafene sospeso nel vuoto) si ottiene
RPA ≈ 4.5 . (2.109)
Il parametro β in (2.31) allora si ridefinisce in
β = −Zαee
RPA
. (2.110)
Poiche´ il valore di soglia del regime supercritico e` |βc| = 12 si ottiene
Zc ≈ 1 . (2.111)
I fenomeni sopra descritti sono quindi accessibili in laboratorio [33, 34], al contra-
rio di quanto succede nel contesto del DKP per atomi pesanti (vedi introduzione
al capitolo).

Capitolo3
Sulle osservabili fisiche in presenza di
un’impurezza Coulombiana
In questo capitolo sfrutteremo i risultati del capitolo precedente per studiare, con
l’ausilio di metodi numerici, alcune importanti osservabili fisiche riguardanti il
grafene con singola impurezza Coulombiana: densita` degli stati e densita` degli
stati locale. Presenteremo poi delle recenti osservazioni sperimentali sulla densita`
di stati locale, effettuate dal gruppo di M. Crommie (Berkeley), che confermano
i risultati di questa teoria. Infine presenteremo dei risultati originali relativi al
coefficiente di assorbimento di un’onda elettromagnetica incidente sul foglio di
grafene, al variare della densita` di impurezze Coulombiano.
3.1 Densita` di stati
Definiamo la densita` di stati del DKP risolto su un cerchio di raggio R (Sec. 2.2.1)
come
D(ε) = g
piR2
∑
λmκ
δ(ε− λκ~vF) , (3.1)
dove, come abbiamo visto nel capitolo 2, g = 4, λ = ±1, m assume valori semi-
interi ed infine κ, che e` definito in (2.16), assume valori discreti che soddisfano la
(2.45).
3.1.1 Calcolo numerico
La (3.1) ovviamente non puo` essere calcolata numericamente cos`ı com’e`. Occorre
percio` definire una funzione a valori finiti che rappresenti in maniera significativa
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la densita` di stati nel nostro campione di grafene. Discretizziamo l’intervallo di
energia da studiare {εmin ≤ ε < εmax} in nε valori equispaziati di
∆ε = εmax − εmin
nε
, (3.2)
i valori discreti delle energie sono
εi = εmin +
(
i− 12
)
∆ε i = 1, . . . , nε . (3.3)
Definiamo quindi la funzione a valori discreti
D¯(εi) =
1
∆ε
εi+∆ε/2∫
εi−∆ε/2
D(ε)dε , (3.4)
da cui, con la (3.1), si ottiene
D¯(εi) =
g
piR2
1
∆ε
∑
λmκ
[
Θ
(
λκR− (εi − ∆ε2 )
R
~vF
)
−
Θ
(
λκR− (εi + ∆ε2 )
R
~vF
)]
.
(3.5)
D¯(εi) quindi rappresenta, a meno di una normalizzazione, un istogramma degli
stati del sistema in funzione dell’energia. Il numero di valori nε andra` quindi
scelto in maniera che, in media, ogni intervallo di energia {εi − ∆ε/2 ≤ ε <
εi + ∆ε/2} contenga un numero significativo di stati.
La Fig. 3.1 mostra il discostamento della densita` di stati del DKP rispetto a
quella del grafene libero. La caratteristica fondamentale della perturbazione in-
trodotta e` l’asimmetria fra energie positive e negative. All’aumentare di |β| infatti
avviene uno spostamento degli stati verso energie minori, come e` da aspettarsi
per un potenziale attrattivo. La Fig. 3.2 fornisce una visione piu` dettagliata: lo
spostamento degli stati e` tanto piu` grande quanto piu` il valore di |β| si avvicina
ad |m|. Gli stati nel regime supercritico possono anche oltrepassare lo zero [23].
In Fig. 3.1 non si notano tuttavia particolari differenze fra regime subcritico e
supercritico.
Con l’aumentare delle dimensioni del sistema l’effetto dell’impurezza, essendo
locale, diminuisce (Fig. 3.3). Ricordiamo che la densita` di stati del problema
infinitamente esteso e` data da:
D(ε) = g2pi
|ε|
~2v2F
. (3.6)
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(a)
(b)
(c)
Figura 3.1: Densita` di stati del grafene libero (linea tratteggiata) e con impurezza
(riempimento grigio) per β = −0.4 [pannello (a)], β = −0.6 [pannello (b)], β = −1.0
[pannello (c)]. I parametri del sistema sono R = 50 nm e r0 = 0.1 nm, il numero di punti
utilizzato e` nε = 12.
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(a)
(b)
(c)
Figura 3.2: Stati del sistema a taglia finita, in ascissa i valori dell’energia ε e in
ordinata quelli del momento angolare m per β = −0.4 [pannello (a)], β = −0.6 [pannello
(b)], β = −1.0 [pannello (c)]. L’energia massima e` 0.2 eV. I parametri del sistema sono
R = 50 nm e r0 = 0.1 nm.
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(a)
(b)
(c)
Figura 3.3: Densita` di stati del grafene libero (linea tratteggiata) e con impurezza
(riempimento grigio) per R = 20 nm [pannello (a)], R = 50 nm [pannello (b)], R = 80 nm
[pannello (c)]. Gli altri parametri del sistema sono β = −0.6 e r0 = 0.1 nm, il numero di
punti utilizzato e` nε = 6 in (a) mentre nε = 12 in (b) e (c).
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3.2 Densita` di stati locale
Nella densita` di stati locale gli stati vengono “pesati” con la densita` di probabilita`
dei relativi spinori, ci aspettiamo quindi di poter osservare la distinzione tra
regime subcritico e regime supercritico caratteristica della soluzione del DKP.
Per sistemi di taglia finita, definiamo la densita` di stati locale
ν(ε, r) = g
∑
λmκ
ψ†λmκ(r)ψλmκ(r)δ(ε− λκ~vF) . (3.7)
Occorre definire una funzione a valori finiti integrando la funzione Delta. Proce-
diamo quindi in maniera del tutto analoga a quanto fatto per la densita` di stati
in Sec. 3.1.1 ed otteniamo
ν¯(εi, r) =
1
∆ε
εi+∆ε/2∫
εi−∆ε/2
ν(ε)dε =
g
∆ε
∑
λmκ
[
Θ
(
λκR− (εi − ∆ε2 )
R
~vF
)
−
Θ
(
λκR− (εi + ∆ε2 )
R
~vF
)]
ψ†λmκ(r)ψλmκ(r) .
(3.8)
3.2.1 Sistema spazialmente infinito
Essendo questa un’osservabile locale possiamo definirla anche in un sistema spa-
zialmente infinito. Sfruttando i risultati del capitolo precedente
ν(ε, r) = g
∑
λm
∞∫
0
dκψ†λmκ(r)ψλmκ(r)δ(ε− λκ~vF) . (3.9)
Contraendo la somma su λ e l’integrale su κ con la funzione Delta si trova [24, 23]
ν(ε, r) = g
~vF
∞∑
m=−∞
ψ†sεmκε(r)ψsεmκε(r) ,
sε = sign ε
κε = |ε|~vF
. (3.10)
La somma su m andra` valutata numericamente con un cut-off. Infatti si puo`
stimare con considerazioni di natura semiclassica che, nella (3.10), il contributo
di stati con |m| asintoticamente grande sono trascurabili (vedi (2.78)).
Notiamo dalla (2.32) che la densita` di probabilita` di ogni autospinore, e quindi
la densita` di stati locale, e` indipendente dall’angolo polare del vettore r
ψ†λmκ(r)ψλmκ(r) = ψ
†
λmκ(r)ψλmκ(r) (3.11)
ν(ε, r) = ν(ε, r) . (3.12)
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E` ragionevole che la (3.8) restituisca un valore compatibile con la (3.10) nel caso
in cui
• il valore in questione sia stato calcolato con un numero di stati significativo;
• la posizione spaziale considerata sia sufficientemente distante dal bordo del
disco finito di raggio R.
Le Fig. 3.4, 3.5 e 3.6 mostrano un discreto accordo tra le due definizioni.
Ritroviamo l’asimmetria fra energie positive e negative ed inoltre, all’aumen-
tare di r, la densita` di stati locale tende al valore libero. La caratteristica piu`
rilevante e` la caratterizzazione del regime supercritico (Fig. 3.5 e 3.6) tramite
il manifestarsi di picchi di risonanza ad energie negative (carica dell’impurezza
positiva). Come appreso in Sec. 2.6 e 2.7 questo indica la presenza di stati quasi-
legati nel sistema. La larghezza di questi picchi, come predetto, aumenta con |ε|.
Si nota anche come, all’aumentare di |β|, le risonanze si allontanino dallo zero
diventando distinguibili. Allo zero di energia si ha quindi un accumulo di stati
quasi-legati.
Il sistema di taglia finita che abbiamo studiato (R = 50 nm) non possiede un
numero di stati totale sufficientemente grande da poter risolvere le risonanze della
densita` di stati locale in maniera dettagliata: per poterlo fare sarebbe necessario
simulare sistemi di dimensioni considerevolmente maggiori.
3.3 Osservazioni sperimentali di singole impurezze sul grafene
In questa sezione mostreremo come la teoria descritta in questo e nel precedente
capitolo, oltre ad essere interessante in quanto i risultati ottenuti sono esatti,
e` stata recentemente confermata sperimentalmente. I risultati sperimentali in
questione sono del gruppo di M. Crommie [33, 34] (Berkeley), che e` riuscito, con
tecniche di microscopia ad effetto tunnel (STM), a posizionare singole impurezze
cariche su un foglio di grafene ed ottenere un’immagine della risposta elettronica
(Fig. 3.7).
Gli esperimenti si svolgono in condizioni di vuoto ultra alto e temperatura
di pochi kelvin. Il foglio di grafene, ottenuto tramite deposizione chimica da
vapore (CVD), e` adagiato su uno strato di micro-cristalli (“flakes”) di nitruro di
boro, piazzato a sua volta su un substrato di Si/SiO2. Il nitruro di boro riduce
drasticamente le disomogeneita` di carica del foglio di grafene.
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(a)
(b)
(c)
Figura 3.4: Densita` di stati locale del DKP spazialmente finito (riempimento grigio),
infinito (linea continua) e densita` di stati del grafene libero calcolate per r = 3.5 nm
[pannello (a)], r = 7 nm [pannello (b)], r = 15 nm [pannello (c)]. Gli altri parametri
del sistema sono β = −0.4, R = 50 nm e r0 = 0.1 nm, il numero di punti utilizzato e`
nε = 12.
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(b)
(c)
Figura 3.5: Densita` di stati locale del DKP spazialmente finito (riempimento grigio),
infinito (linea continua) e densita` di stati del grafene libero calcolate per r = 3.5 nm
[pannello (a)], r = 7 nm [pannello (b)], r = 15 nm [pannello (c)]. β = −0.6 mentre gli
altri parametri sono identici a quelli in Fig. 3.4.
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(a)
(b)
(c)
Figura 3.6: Densita` di stati locale del DKP spazialmente finito (riempimento grigio),
infinito (linea continua) e densita` di stati del grafene libero calcolate per r = 3.5 nm
[pannello (a)], r = 7 nm [pannello (b)], r = 15 nm [pannello (c)]. β = −1.0 mentre gli
altri parametri sono identici a quelli in Fig. 3.4.
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Figura 3.7: La configurazione di un microscopio ad effetto tunnel usato per misurare la
densita` di stati locale del grafene dalle variazioni della corrente in funzione del potenziale
di bias. Quando il grafene e` posizionato su substrati di Si/SiO2 il drogaggio dei portatori
di carica puo` essere manipolato con il potenziale del gate. (Riprodotto da [39])
Nel primo lavoro (2012) le cariche di impurezza sono ottenute tramite trime-
ri di cobalto, scelti per la loro particolare stabilita`, assemblati direttamente sul
grafene manipolando i singoli atomi con la punta del STM. Questa impurezza ha
uno stato localizzato, pertanto la sua carica varia da Q = 0 a Q = +1e a seconda
che questo sia occupato o meno da un elettrone. Gli autori riescono, modulando
con un potenziale di gate sul campione, a svuotare lo stato portando il livello
di energia sopra il livello di Fermi, rendendo l’impurezza carica (Fig. 3.8). In
questo caso viene misurata la conduttanza differenziale (dI/dV ), proporziona-
le alla densita` di stati locale, a differenti distanze dall’impurezza (Fig. 3.9(a)).
Notiamo subito che avvicinandosi all’impurezza, come indicano le frecce, le cur-
ve si spostano verso l’alto nella regione sopra il punto di Dirac (che in questo
caso e` a ∼ 0.13 eV) ed in basso sotto il punto di Dirac. Questa asimmetria
e` una caratteristica dell’impurezza carica. I risultati vengono confrontati con
una simulazione teorica (Fig. 3.9(b)) che ha, alla base, la densita` di stati locale
di un foglio di grafene non drogato in presenza di un’impurezza Coulombiana
(Fig. 3.9(b) inserto), proprio come visto in Sec. 3.2. Questo calcolo e` stato poi
opportunamente integrato per includere effetti addizionali sullo spettro dI/dV di
interazione elettrone-elettrone ed elettrone-fonone gia` noti riguardo alla spettro-
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Figura 3.8: Mappa dI/dV del grafene vicino al trimero di Co. Nelle due immagini
il trimero, modulato dal potenziale di gate, e` stabile a (a) Q = 0 (Vg = 45 eV) e (b)
Q = +1e (Vg = −20 eV). (Adattato da [33])
scopia ad effetto tunnel su grafene [40, 41]. Nonostante il grafene nell’esperimento
abbia un drogaggio finito (∼ 5 × 1011 cm−2) questo modello e` sempre valido in
prossimita` dell’impurezza, infatti per distanze minori della lunghezza d’onda di
Thomas Fermi λTF ∼ 1/kTF ∼ 1/kF = ~vF/εF ∼ 7 nm l’unico effetto di schermo
rilevante e` quello del mare di fermioni sotto al punto di Dirac, del quale teniamo
conto con la costante dielettrica g. Le due regioni di spazio circostante al grafene,
cioe` il vuoto e lo strato di nitruro di boro, generano un ulteriore contributo alla
costante dielettrica s = (BN + 1)/2 = 2.5, la carica effettiva risentita attorno
all’impurezza e` quindi (vedi Sec. 2.8)
Qeff =
Q
sg
. (3.13)
Usando g come parametro di fit con le curve sperimentali si trova g = 3.0± 1.0
(Qeff ≈ 0.13e) contro un valore di RPA ≈ 2.4. La mancanza di risonanze nella
densita` di stati locale indica l’assenza di stati quasi-legati, consistentemente con
la teoria del DKP nel regime subcritico. Infatti il parametro β in questo caso
vale (Qeff = Zeffe)
|β| = Zeffe
2
~vF
= Zeffαee ≈ 0.13× 2.2 ≈ 0.29 < 12 = |βc| . (3.14)
3.3.1 Osservazione delle risonanze nel regime supercritico
Nel secondo lavoro (2013) lo stesso gruppo di ricerca, usando le solite tecniche
sperimentali di manipolazione atomica, riesce a costruire nuclei artificiali stabili
di carica superiore a quella critica. Vengono quindi osservate le risonanze tipiche
del regime supercritico, indice della presenza di stati quasi-legati (Sec. 2.6, 2.7).
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(a)
(b)
Figura 3.9: (a) Spettri normalizzati di dI/dV misurati su grafene a differenti distanze
dall’impurezza, la quale e` stabile nello stato Q = +1e. Le frecce indicano il progressivo
avvicinamento. (b) Simulazione teorica opportunamente normalizzata, calcolata alle
stesse distanze di (a) con una carica effettiva dell’impurezza di Qeff = 0.13e (3.13),
inserto: densita` di stati locale calcolata tenendo conto solo dell’effetto di un’impurezza
di carica Qeff (Sec. 3.2). (Riprodotto da [33])
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Figura 3.10: Mappa dI/dV vicino a un raggruppamento di cinque dimeri di Ca
all’energia della risonanza, marcata dalla freccia in Fig. 3.11. (Riprodotto da [34])
Sono stati utilizzati raggruppamenti di dimeri di calcio (nuclei artificiali) co-
me impurezze. I dimeri di calcio risultano molto stabili alla manipolazione con
la punta del STM e si formano spontaneamente dalla diffusione dei monomeri
sulla superficie del grafene a temperatura di 16 ± 2 K per qualche minuto. Gli
autori studiano gli spettri dI/dV del raggruppamento di un numero progressivo
di dimeri di calcio fino a cinque, mostrando gli effetti della carica crescente. Dal
raggruppamento di tre dimeri in poi si osserva un picco di risonanza (Fig. 3.11(a)).
La simulazione teorica (Fig. 3.11(b)) viene eseguita con lo stesso metodo del
lavoro precedente. In questo caso pero` e` necessario tener conto di un raggio di
cut-off r0, necessario per la soluzione nel regime supercritico (Sec. 2.4). Il raggio
di cut-off, che tiene conto della dimensione finita del nucleo artificiale, viene
settato a r0 = 1 nm. Gli autori trovano che, variando r0 tra 0.5 nm e 1.5 nm,
non ci sono sensibili variazioni sui risultati della simulazione. Il parametro di fit
della simulazione teorica e` sempre la carica effettiva dell’impurezza, che adesso
esprimeremo con il parametro |β| tramite la (3.14). Fittando le curve sperimentali
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(a)
(b)
Figura 3.11: (a) Spettro normalizzati di dI/dV misurati su grafene a differenti distanze
dall’impurezza, costituita da un raggruppamento di 5 dimeri di Ca. Inserto: topografia
al microscopio ad effetto tunnel del raggruppamento di dimeri. (b) Simulazione teorica
dello spettro dI/dV per grafene alle stesse distanze dal nucleo artificiale di (a) ottenuta
con |β| = 1.1. La linea tratteggiata indica il punto di Dirac, la freccia indica il punto in
cui avviene il collasso atomico. (Adattato da [34])
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di un numero crescente di dimeri di calcio da uno a cinque si trova rispettivamente:
|β| = 0.25±0.05, 0.45±0.05, 0.7±0.1, 0.9±0.1, 1.1±0.1. Dal terzo caso in poi si
hanno quindi stati nel regime supercritico aventi momento angolare m = ±1/2.
Le risonanze degli stati quasi-legati costituiscono, nel contesto della teoria di
fermioni liberi senza massa del grafene, l’analogo problema del collasso atomico
in elettrodinamica quantistica, che risulta ancora inaccessibile in laboratorio.
3.4 Assorbimento di un’onda elettromagnetica
La ricchezza delle proprieta` ottiche ed elettroniche del grafene attrae molto in-
teresse. Dall’anno del suo isolamento la ricerca si e` concentrata principalmente
sulla fisica fondamentale e sui dispositivi elettronici. Tuttavia molti risultati
dimostrano il grande potenziale che questo materiale dimostra in fotonica ed
optoelettronica [42].
I fermioni di Dirac liberi in due dimensioni hanno l’elegante proprieta` di ave-
re una risposta ottica universale ed espressa soltanto in termini di α = e2/(~c).
Questa caratteristica e` stata verificata sperimentalmente su grafene [29, 30]. In
questa sezione ricaveremo il coefficiente di assorbimento nel caso libero in ma-
niera analitica [32]. Utilizzeremo poi la stessa procedura per effettuare il calcolo
numerico nel caso del DKP in un disco di grafene di raggio R al variare della
carica dell’impurezza e della dimensione del sistema. Quest’ultima puo` essere
reinterpretata come la densita` di impurezze nimp in un campione esteso di gra-
fene. Considerando che nel nostro caso il sistema contiene un’impurezza in un
cerchio di raggio R si ha nimp = 1/(piR2).
3.4.1 Coefficiente di assorbimento del grafene
Hamiltoniana di interazione luce - materia
Consideriamo luce incidente su un piano di grafene. Nella gauge di Coulomb, il
campo elettrico per un’onda di frequenza ω e`
E(t) = −1
c
∂tA(t) (3.15)
E(t) = 12[Ee
−iωt +E∗eiωt] . (3.16)
Prendiamo in considerazione solo il primo termine (il quale da` origine all’as-
sorbimento), inoltre consideriamo luce polarizzata parallelamente al piano del
grafene:
E = (Ex, Ey, 0) . (3.17)
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Si ricava l’Hamiltoniana di interazione tramite accoppiamento minimale
Hˆ = vσ(pˆ− e
c
A) = Hˆ0 + Hˆinte−iωt + Hˆ†inteiωt (3.18)
Hˆint = i
evF
2ω σE . (3.19)
Coefficiente di assorbimento
Ricaviamo il coefficiente di assorbimento sfruttando la teoria delle perturbazioni
dipendenti dal tempo. Si definisce
η = Wa
Wi
, (3.20)
dove Wa e` la potenza assorbita per unita` di tempo e di superficie, Wi e` il flusso
medio di energia incidente
Wa = P~ω (3.21)
Wi =
c
4pi |E|
2 . (3.22)
In generale la probabilita` di transizione P per unita` di tempo e di superficie e`
data dalla formula (Regola d’Oro di Fermi [43])
P = 1
S
∑
i occ.
∑
f lib.
2pi
~
|〈ψi|Hˆint|ψf 〉|2δ(εf − εi − ~ω) . (3.23)
S e` la superficie del sistema, gli indici i ed f indicano simbolicamente gli stati
iniziali e finali. Le somme vanno effettuate sugli stati iniziali occupati e sugli
stati finali liberi. La notazione per gli elementi di matrice e`
〈ψ|Oˆ|φ〉 =
∫
d2rψ(r)†Oˆφ(r) , (3.24)
dove ψ e φ sono spinori e Oˆ e` un operatore generico.
Calcolo analitico tramite autostati dell’impulso
Il coefficiente di assorbimento universale puo` essere calcolato analiticamente par-
tendo da un sistema quadrato di lato L con condizioni periodiche a contorno per
poi fare il limite L→∞. Come abbiamo visto nel primo capitolo gli autospinori
in questo caso sono
ψλκ(r) =
1√
2L
(
e−i
θκ
2
λei
θκ
2
)
eiκr , (3.25)
dove θκ e` l’angolo polare del vettore d’onda κ. λ ed il modulo del vettore d’onda
κ sono consistenti con quelli da noi usati nel capitolo precedente e l’energia e` la
stessa in (2.17). Le condizioni periodiche a contorno impongono la quantizzazione
κ = 2pi
L
(nx, ny) , (3.26)
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dove nx ed ny sono interi. La probabilita` di transizione P e`
P = g
L2
∑
κ′
∑
κ
2pi
~
|〈ψ−1κ′ |Hˆint|ψ1κ〉|2δ(~vF(κ+ κ′)− ~ω) . (3.27)
Tutti gli stati occupati, a temperatura zero ed energia di Fermi nulla, hanno
λ′ = −1. Le uniche transizioni possibili sono da λ′ = −1 a λ = 1. Gli elementi
di matrice permettono transizioni fra stati aventi lo stesso vettore d’onda κ (nel
cono di Dirac sono quindi rappresentate come transizioni verticali)
〈ψ−1κ′ |Hˆint|ψ1κ〉 = δκ′κ evF2ω (Eycosθκ − Exsinθκ) . (3.28)
Nella (3.27) una delle somme si contrae con la δκ′κ dell’elemento di matrice.
L’altra somma si tratta passando al continuo tramite
1
L2
∑
κ
L→∞−−−−→ 1(2pi)2
∫
d2κ (3.29)
e quindi sfruttando la funzione Delta. Dai vari contributi si ottiene infine
η = piα ≈ 2.3% , (3.30)
dove α = e2~c e` la costante di struttura fine. Considerando che il grafene e` costituito
da un singolo strato atomico questo valore e` notevole.
3.4.2 Coefficiente di assorbimento nel DKP
Applichiamo la trattazione del DKP in un sistema di taglia finita al calcolo del
coefficiente di assorbimento ottico con la teoria appena descritta. In questo ca-
so conviene esplicitare la dipendenza dell’autovalore κ dagli autovalori m e λ
(Sec. 2.2.1), scriveremo percio`, a costo di appesantire un po’ la notazione, κλ,m.
Applicando la (3.23), a temperatura zero ed energia di Fermi nulla, si ha
P = g
piR2
∑
m′
∑
κ−1,m′
∑
m
∑
κ1,m
2pi
~
|〈ψ−1,m′,κ−1,m′ |Hˆint|ψ1,m,κ1,m〉|2×
δ(~vF(κ1,m + κ−1,m′)− ~ω) .
(3.31)
Per quanto riguarda gli elementi di matrice dell’Hamiltoniana di interazione, la
simmetria cilindrica ci permette di ottenere una regola di selezione per la quale
gli spinori con autovalore m si accoppiano solo con gli spinori di autovalore m±1
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(Fig. 3.12). Si ha quindi
〈ψ−1,m′,κ−1,m′ |Hˆint|ψ1,m,κ1,m〉 =
δm′,m+1
ievFpi
ω
(Ex − iEy)
R∫
r0
ψ
(1)∗
−1,m+1,κ−1,m+1ψ
(2)
1,m,κ1,m(r)rdr+
δm′,m−1
ievFpi
ω
(Ex + iEy)
R∫
r0
ψ
(2)∗
−1,m−1,κ−1,m−1ψ
(1)
1,m,κ1,m(r)rdr .
(3.32)
Mettendo insieme i vari contributi, contraendo la somma su m′ e definendo
l’energia del fotone εph = ~ω si ottiene
η(εph) =
α
8pi3g~vF
Rεph
∑
m
∑
κ1,m[ ∑
κ−1,m+1
∣∣∣∣
R∫
r0
ψ
(1)∗
−1,m+1,κ−1,m+1ψ
(2)
1,m,κ1,m(r)rdr
∣∣∣∣2×
δ
(
Rκ1,m +Rκ−1,m+1 − Rεph~vF
)
+
∑
κ−1,m−1
∣∣∣∣
R∫
r0
ψ
(2)∗
−1,m−1,κ−1,m−1ψ
(1)
1,m,κ1,m(r)rdr
∣∣∣∣2×
δ
(
Rκ1,m +Rκ−1,m−1 − Rεph~vF
)]
.
(3.33)
Gli integrali in (3.33) non sono calcolabili analiticamente. Procediamo quindi in
maniera numerica. E` necessario, anche in questo caso, trattare le funzioni Delta
per poter implementare il calcolo numerico. Procediamo “allargando” queste
funzioni sostituendole con delle Lorentziane opportunamente normalizzate [44]:
δ(x)→ 1
pi
µ
x2 + µ2 . (3.34)
Il parametro µ controlla questo allargamento ed andra` scelto di un valore tale da
essere compatibile con la spaziatura dei livelli.
Visto che stiamo lavorando su campioni di taglia finita il coefficiente di as-
sorbimento dipendera` intrinsecamente dalla dimensione R del sistema. Ha senso
quindi studiare la differenza fra il coefficiente di assorbimento con e senza impu-
rezza in un sistema a dimensione fissata. Denoteremo il coefficiente di assorbi-
mento del sistema a dimensione finita senza impurezza come ηfree(εph). Il valore
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Figura 3.12: Rappresentazione schematica di una transizione ottica nel problema DKP
in un campione di taglia finita. Lo stato finale puo` avere momento angolare m′ = m± 1.
Le linee tratteggiate segnano lo zero dell’energia ed i cut-off inferiore e superiore.
massimo di εph che prenderemo in esame e` legato al cut-off sull’energia degli stati
εmax dalla conservazione dell’energia per la transizione (Fig. 3.12)
εph . 2εmax . (3.35)
Prendiamo εmax ≈ 0.5 eV, quindi un energia del fotone non oltre lo spettro
infrarosso, per rimanere ampiamente entro il regime di validita` del modello dei
fermioni di Dirac senza massa.
Definiti poi η¯ e η¯free i coefficienti di assorbimento mediati sull’intero spettro
energetico nel caso con impurezza e nel caso libero rispettivamente, studieremo
la loro differenza relativa.
Le figure 3.13 e 3.14 riassumono i risultati numerici principali di questo lavoro
di Tesi. Dalla Fig. 3.13(a) si nota subito che la differenza relativa fra i coefficienti
di assorbimento libero ed in presenza di impurezza e` dell’ordine di 10−2 per valori
di carica fino a Z ≈ 3 e raggio del sistema R = 50 nm. Gli effetti ai bordi del-
l’intervallo di energia del fotone sono piuttosto pronunciati e derivano da cause
differenti. Al bordo inferiore (fotone di bassa energia) le transizioni avvengono
fra stati aventi piccole energie ed il loro numero e` basso. Al bordo superiore
(fotone di alta energia) le transizioni avvengono fra stati con energia vicina a
quella di cut-off ed il contributo degli stati oltre il cut-off, pesati con le code
delle Lorentziane, e` assente. Non si notano particolari energie di risonanza. Il
coefficiente di assorbimento relativo, mediato sull’energia, rimane circa costante
al variare della carica dell’impurezza nel regime subcritico per poi diminuire sen-
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(a)
(b)
Figura 3.13: (a) Differenza relativa fra il coefficiente di assorbimento di un campione di
grafene di taglia finita con e senza impurezza di Coulomb al variare di β < 0, in funzione
di εph. Ai fini di ridurre le fluttuazioni stocastiche e` stato fatto un fit con un polinomio di
quarto grado. I valori di β dalla curva piu` scura alla piu` chiara sono −0.1, −0.45, −1.0,
−1.5. In (b) la differenza relativa della media su εph del coefficiente di assorbimento in
funzione di |β|. La linea tratteggiata a |βc| = 1/2 delimita i due regimi caratteristici del
DKP. I parametri spaziali sono R = 50 nm e r0 = 0.1 nm, per il calcolo sono stati usati
stati entro il cut-off |ε| ≤ 0.5 eV.
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sibilmente oltrepassato il valore critico (Fig. 3.13(b)). Una misura accurata delle
proprieta` di assorbimento ottico permetterebbe di discriminare sperimentalmente
la transizione al regime supercritico.
Variando le dimensioni del sistema la Fig. 3.14(a) mostra il decrescere del
coefficiente di assorbimento relativo al decrescere del raggio R. Come gia` accen-
nato, possiamo fare una stima sul coefficiente di assorbimento di un campione
di grafene con una certa densita` di impurezze nimp considerando, per il nostro
sistema di area circolare con una singola impurezza,
nimp =
1
piR2
. (3.36)
Dalla Fig. 3.14(b) riconosciamo distintamente un andamento lineare percio` pos-
siamo stimare, dal fit con una retta passante per l’origine,
η = ηfree(1− ςnimp) (3.37)
ς ≈ 66 nm2 . (3.38)
ς rappresenta quindi una superficie caratteristica attorno all’impurezza entro la
quale il sistema e` trasparente all’onda elettromagnetica incidente. Da questa
superficie, supposta circolare per simmetria, si ricava il raggio caratteristico % ≈
4.6 nm.
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(a)
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Figura 3.14: (a) Differenza relativa fra il coefficiente di assorbimento di un campione
di grafene di taglia finita con e senza impurezza di Coulomb al variare della dimensione,
in funzione di εph. Ai fini di ridurre le fluttuazioni stocastiche e` stato fatto un fit con un
polinomio di quarto grado. I valori di R dalla curva piu` scura alla piu` chiara sono 75 nm,
50 nm, 33 nm, 25 nm. In (b) la differenza relativa della media su εph del coefficiente di
assorbimento in funzione di nimp = 1/(piR2). Viene rappresentato anche il fit con una
retta passante per l’origine (linea tratteggiata). I restanti parametri sono β = −0.6 e
r0 = 0.1 nm, per il calcolo sono stati usati stati entro il cut-off |ε| ≤ 0.5 eV.

Conclusioni
In questo lavoro di Tesi ci siamo occupati dello studio di una impurezza cari-
ca depositata su un foglio di grafene non drogato. Piu` precisamente, abbiamo
innanzitutto riprodotto vari risultati esistenti in letteratura riguardanti la solu-
zione esatta del problema detto, che nella Tesi abbiamo denominato “problema
di Dirac-Kepler”. Matematicamente, tale problema consiste nella soluzione di un
problema agli autovalori posto da una equazione di Dirac-Weyl per fermioni a
massa nulla in due dimensioni spaziali ed in presenza di un potenziale centra-
le Coulombiano. Abbiamo presentato la soluzione del problema sia in un foglio
di grafene spazialmente illimitato che in un disco di grafene di raggio R (mol-
to maggiore della distanza tra due atomi di Carbonio in un foglio di grafene
imperturbato). Nel secondo caso abbiamo risolto il problema con condizioni al
bordo di tipo “zigzag” (annullamento di una componente dello spinore sul bordo
del cerchio di raggio R). In accordo con quanto esiste in letteratura, abbiamo
trovato che il problema di Dirac-Kepler nel grafene ammette soluzioni con carat-
teristiche fisiche molto diverse. Per valori sufficientemente bassi della costante di
accoppiamento, le soluzioni sono nel regime sub-critico con una densita` indotta
spazialmente che risulta confinata sopra l’impurezza (funzione Delta di Dirac, e
dunque senza lunghezza scala). Per valori sufficientemente grandi della costante
di accoppiamento invece le soluzioni sono di tipo super-critico con una densita`
indotta che sviluppa una coda a legge di potenza del tipo r−2 a grandi distanze
(nel caso di un foglio di grafene illimitato). Tutti questi risultati sono riassunti
con adeguato dettaglio matematico nel Capitolo due di questa Tesi. Nel Capitolo
3 abbiamo usato questi risultati per calcolare l’assorbimento ottico di un disco di
grafene in presenza di un’impurezza Coulombiana, problema non ancora affron-
tato nella letteratura e quindi originale. Scopo del lavoro di Tesi era di capire se
misure di spettroscopia ottica possono indicare il passaggio dal regime subcritico
a quello supercritico. Come dettagliato nel Capitolo 3, i nostri risultati numerici
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danno risposta affermativa a questo quesito.
Questa Tesi potra` essere sviluppata in almeno due direzioni. Da un lato vor-
remo capire l’impatto delle interazioni elettrone-elettrone nel problema di Dirac-
Kepler, fino ad ora trascurato in letteratura. Da un altro lato, per motivi tecno-
logici, sarebbe molto interessante per applicazioni nel campo dell’optoelettronica
capire come ridurre l’assorbimento di un foglio di grafene al di sotto del valore
universale piα ∼ 2.3% discusso nell’Introduzione di questa Tesi (Capitolo uno).
Sulla base dei risultati preliminari presentati nel Capitolo 3 deduciamo che siste-
mi di impurezze sparse in un foglio di grafene potrebbero avere l’effetto voluto.
Queste speculazioni verranno studiate in dettaglio nei prossimi mesi.
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